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Введение

Данное учебное пособие предназначено для студентов Санкт-Петербургского государственного морского технического университета, обучающихся по специальностям 140100 (Кораблестроение), 140500 (Техническая эксплуатация судов и судового оборудования), 141200 (Океанотехника)” для того, чтобы помочь им самостоятельно разобраться в теоретических и практических основах, необходимых при решении задач. Здесь приведены примеры решения задач, соответствующих расчетно-проектировочным работам студентов данных специальностей.
1. Основные понятия

1.1. Схематизация элементов конструкций

Сопротивление материалов – наука, изучающая движение тела, связанное с изменением формы и размеров тел.

Основные элементы целой конструкции в зависимости от соотношения главных размеров подразделяются на массивное тело, оболочку, пластину и стержень (рис. 1.1):

1) Массивное тело характерно тем, что все его размеры имеют одинаковый порядок.

2) Тело, состоящее из двух поверхностей, расстояние между которыми (толщина) значительно меньше двух других размеров называется оболочкой. Если поверхности являются плоскостями, то такая оболочка называется пластиной.
3) Стержень – это тело, один размер которого (длина), существенно больше двух других, определяющих поперечное сечение. Геометрическое место точек, являющихся центрами тяжести поперечных сечений, называется осью стержня.
В дальнейшем будут рассмотрены в основном деформация стержней и стержневых систем. Брусом называют стержни, работающие в основном на растяжение-сжатие. Стержни, воспринимающие вертикальные сжимающие силы, называются стойками, а наклонные элементы – раскосами. Стержни, работающие на изгиб, называют балками, а конструкция из таких стержней – рамой. Если стержни соединены в шарнирах и работают только на осевую деформацию (растяжение или сжатие), то такая конструкция является фермой. Стержень, испытывающий кручение, является валом.
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1.2. Схематизация внешних нагрузок

Внешние нагрузки бывают сосредоточенными и распределенными.
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Если зона приложения внешней нагрузки (силы или момента) весьма мала по сравнению с остальными размерами элемента, то такую нагрузку можно считать сосредоточенной. Сосредоточенная сила обозначается буквой 
[image: image5.wmf]P

 и имеет размерность [
[image: image6.wmf]Н

]. Сосредоточенный момент (или пара сил) обозначается буквой 
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 и имеет размерность [
[image: image8.wmf]м
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Распределенная нагрузка характеризуется своей интенсивностью и распределяется либо по объему (размерность [
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]), либо по поверхности (размерность [
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]), либо по длине (погонная с размерностью [
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]). Для определения интенсивности поверхностной нагрузки, найдем среднее значение нагрузки, действующей на площадке 
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 (рис. 1.2): 
[image: image13.wmf]F

R

p

ср

D

D

=

, где 
[image: image14.wmf]R

D

 - равнодействующая сила на площадке 
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. Пусть площадка 
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 стягивается в точку, тогда 
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. Интенсивность поверхностной нагрузки в общем случае определяется как предел отношения равнодействующей сил на рассматриваемой площадке к ее площади, стремящейся к нулю.

Быстро изменяющуюся нагрузку называют динамической, а расчет с учетом сил инерции – динамическим расчетом. Нагрузка постоянная или очень медленно изменяющаяся во времени, когда ускорениями и силами инерции возникающего движения можно пренебречь, называется статической.

1.3. Допущения о свойствах материала

Деформацией называется изменение размеров и формы тела под действием нагрузки. Часть суммарной деформации, исчезающая после снятия нагрузки, называется упругой: 
[image: image18.wmf]упр
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. Деформация, остающаяся после снятия нагрузки, называется остаточной или пластической: 
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. Диаграммы деформирования материала определяют связь между деформацией образца и вызвавшей ее внешним усилием. Упруго-пластический материал (рис. 1.3а) проявляет одновременно упругие и пластические свойства: 
[image: image20.wmf]пл
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. Материал, в котором возникают только упругие деформации, называется идеально-упругим. При этом если диаграмма деформирования выражена нелинейной зависимостью, то материал – нелинейно-упругий (рис 1.3б), а если линейной зависимостью, то линейно-упругий (рис 1.3в).
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Свойство сплошности означает, что материал непрерывно заполняет весь предоставленный ему объем. Свойство однородности означает, что весь объем материала обладает одинаковыми свойствами. Свойство изотропности означает, что механические свойства материала во всех направлениях одинаковы. В противном случае материал анизотропен. Примером анизотропного материала является дерево, прочность которого вдоль волокон существенно больше чем поперек волокон.

1.4. Внутренние силы. Механическое напряжение.

Внутренние силы являются приращением сил взаимодействия между частями одного и того же тела, возникающим при его нагружении.
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Пусть произвольное тело рассечено плоскостью на две части и в этом сечении для одной из частей в произвольной точке выделена малая площадка 
[image: image24.wmf]n

F

D

, ориентация которой в пространстве определяется нормалью площадки n (рис. 1.4а). Тогда средняя интенсивность на площадке 
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Интенсивность внутренних сил 
[image: image28.wmf]n
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, передающихся в точке через выделенную площадку, называется механическим напряжением на данной площадке. Его размерность: 
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. На основании третьего закона Ньютона на вторую часть рассеченного тела действует точно такое же напряжение.

Разложив вектор полного напряжения 
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 на нормаль и касательное направление в площадке 
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, получим 
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 - нормальное и 
[image: image33.wmf]n

t

 - касательное напряжения на площадке с нормалью 
[image: image34.wmf]n

 (рис. 1.4б).

Выделим в окрестности рассматриваемой точки бесконечно-малый элемент в форме параллелепипеда со сторонами 
[image: image35.wmf]dz
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. Действующие в каждой из его граней полные напряжения 
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 можно представить как геометрическую сумму одного нормального и двух касательных напряжений (рис. 1.4в). Возникающие при этом 9 величин, можно объединить в тензор напряжений:
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. На главной диагонали тензора напряжений находятся нормальные напряжения, а касательные напряжения расположены слева и справа от нее. Индекс у нормальных и первый индекс у касательных напряжений определяет нормаль к площадке, в которой они действуют, а второй индекс – ось параллельно которой они действуют. Тензор однозначным образом характеризует напряженное состояние тела в данной точке и его 9 координат (напряжения) меняются по определенному закону при смене системы координат.

1.5 Принцип суперпозиции

Линейно-деформируемая система – система, в которой внутренние усилия, напряжения, деформации и перемещения прямо пропорциональны действующей нагрузке. Система, имеющая линейную диаграмму деформирования, называется физически-линейной. Система, в которой изменениями размеров и формы, возникающими вследствие деформации, можно пренебречь является геометрически-линейной.

Определение внутренних сил с учетом влияния перемещений называется расчетом по деформированному состоянию. В дальнейшем все системы будут линейно-деформируемыми.

Принцип суперпозиции (независимости действия сил): результат действия группы сил равен сумме (алгебраической или геометрической) результатов, полученных от действия каждой из сил в отдельности. Принцип суперпозиции справедлив для линейно-деформируемых систем (рис. 1.5): суммарное перемещение под действием системы сил 
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 можно определить как алгебраическую сумму перемещений от действия силы 
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 и силы 
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 в отдельности.
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1.6 Метод сечений

Метод сечений предназначен для определения значений и направления действия внутренних сил.

Внутренние силы, распределенные по сечению, можно привести к главному вектору 
[image: image43.wmf]R

, приложенному в центре тяжести сечения и главному моменту 
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 (рис. 1.6б). Каждый из этих векторов можно разложить на 3 компоненты по осям координат: 3 силы (
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) и 3 момента (
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), которые называются внутренними усилиями или силовыми факторами в поперечном сечении.

Названия внутренних усилий:
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 – продольная (осевая) сила, вызывающая деформацию растяжения или сжатия по оси стержня;
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 – поперечные (перерезывающие) силы, вызывающие сдвиг поперечных сечений относительно друг друга;
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 – изгибающие моменты в сечении относительно осей 
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 и 
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, возникающие при изгибе в плоскостях 
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 и 
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 соответственно;
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 – крутящий момент, возникающий при взаимном повороте сечений вокруг оси стержня.

Связь внутренних усилий и напряжений:

Предполагая напряжения известными в каждой точке поперечного сечения, умножив их на площадь элементарной площадки 
[image: image55.wmf]dF

, а также на расстояния до осей для моментов и проинтегрировав по всей площади сечения, получим
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Последовательность его применения:
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рассматриваемое тело освобождаем от связей, заменяя их действие, на действие соответствующих реакций (рис. 1.6а).

2) в том месте, где предполагается определять внутренние силовые факторы, тело мысленно рассекается плоскостью, перпендикулярной его оси.

3) любая из двух частей тела, полученная при рассечении, мысленно отбрасывается.

4) систему сил, действующих в рамках отброшенной части тела (внешние силы и реакции связей), заменяем эквивалентной системой сил, приложенной к оставшейся части конструкции, в месте рассечения в точке соответствующей центру тяжести сечения (рис. 1.6б).

5) составляем в общем случае 6 уравнений статического равновесия для оставшейся части с учетом всех сил на нее действующих и системы сил, появившихся в месте рассечения.

6) неизвестные внутренние усилия определятся из полученных уравнений статического равновесия оставшейся части:
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Графики изменения внутренних усилий вдоль оси стержня называются эпюрами.

При построении эпюр вначале определяются границы участков, которыми являются: точки, где приложены внешние сосредоточенные усилия (момент, сила) или начинает или заканчивает действовать распределенная нагрузка, а также точки, где изменяется поперечное сечение стержня.

Правила построения эпюр:

1) Применяя метод сечений, с учетом правила знаков, получают аналитические зависимости для всех существующих внутренних усилий для каждого из участков;

2) Ординаты эпюр в определенном масштабе откладывают от базисной линии, проводимой параллельно оси стержня;

3) Полученную эпюру штрихуют линиями, перпендикулярными базисной линии;

4) Для характерных ординат на эпюрах откладываются их значения, а в кружочке – знак усилия.

Поперечные сечения, в которых действуют наибольшие напряжения, определяют опасные сечения (в них наиболее вероятно разрушение).

1.7 Основные типы опор. Реактивные усилия
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шарнирно-подвижная опора – устройство, позволяющее перемещение опорного сечения параллельно опорной плоскости и поворот его в вертикальной плоскости относительно оси цилиндрического шарнира, но не дающего возможности перемещения в направлении наложенной связи по вертикали. Реакция такой опоры направлена вдоль опорной связи (рис. 1.7а);
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2) шарнирно-неподвижная опора не допускает смещений опорного сечения ни в продольном, ни в поперечном направлениях, но допускает поворот этого сечения относительно шарнира. На данной опоре возникают две реакции, направленные по оси балки и перпендикулярно оси балки (рис. 1.7б);
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3) жесткое закрепление (заделка) не допускает поворота опорного сечения и перемещения его ни в каком направлении, т.е. на такой опоре возникают три реакции – вертикальная и горизонтальная реакции и изгибающий момент (рис. 1.7в).

Типы балок:

1) консоль – балка с одним жестко защемленным концом и другим свободным концом;

2) простая – однопролетная балка, имеющая по концам шарнирные опоры, расстояние между которыми называется пролетом балки;

3) консольная – простая балка, имеющая одну или две консоли.

Недопустимо соединение балки с основанием при помощи шарнирных опор, направления которых были бы параллельны друг другу или пересекались в одной точке (в противном случае конструкция будет геометрически-изменяемой). Геометрически неизменяемые системы, в которых опорные реакции и внутренние усилия могут быть найдены из одних только уравнений статического равновесия, называются статически определимыми.

В случае если число наложенных на систему связей больше числа уравнений равновесия система является статически-неопределимой.

1.8 Условие прочности и задачи, решаемые с его помощью

Условие прочности - максимальное по абсолютной величине действующее в конструкции напряжение не должно превышать определенного заданного значения: 
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 - допускаемое напряжение (задается при расчете конструкции),
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- коэффициент запаса прочности;
Выбор коэффициента запаса прочности определяется

· учетом конкретных условий работы конструкции;

· соответствием механических свойств материала конструкции и испытанных образцов;

· неточностью задания внешней нагрузки;

· долговечностью проектируемой конструкции;

Задачи, решаемые с помощью условия прочности:

а) проверка прочности: заданы все размеры конструкции и вся нагрузка. Необходимо проверить выполняется ли условие прочности;

б) определение минимально-необходимых размеров: заданы основные размеры конструкции и вся нагрузка. Необходимо определить недостающие минимально-необходимые размеры, исходя из выполнения условия прочности;

в) определение грузоподъемности: заданы все размеры конструкции и основная нагрузка. Необходимо определить максимальное значение (грузоподъемность) какой-то нагрузки, исходя из выполнения условия прочности;

1.9 Примеры построения эпюр внутренних усилий

а) статически-определимая плоская рама

Построить эпюры 
[image: image62.wmf]M
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 для рамы, показанной на рис. 1.8а
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При построение продольную силу считать положительной, если она осуществляет растяжение стержня. Поперечную силу положительной, если она осуществляет поворот элемента стержня по часовой стрелке. Изгибающий момент откладывать со стороны сжатых волокон стержня.

Решение.
Отбрасывая шарнирные опоры, заменяем их действие на действие соответствующих реакций. Для их определения составляем уравнения статического равновесия:


[image: image64.wmf]å

å

å

=

×

-

×

+

×

=

=

-

+

=

=

-

=

;

0

a

qa

2

a

2

R

a

3

P

:

0

M

,

0

qa

2

R

R

:

0

Y

,

0

P

R

:

0

X

3

0

3

1

2


Отсюда при 
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Разделяем раму на три участка OA, AB, AC и рассекаем каждый из них в произвольной точке. Составляя уравнения равновесия оставшейся части каждого из участков, определяем внутренние усилия (рис. 1.8а):

На участке OA, рассматривая равновесие нижней части стержня, имеем
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 (сжаты правые волокна стержня OA).

На участке AB, рассматривая равновесие верхней части стержня, имеем
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 (сжаты левые волокна стержня AB).

На участке AС, рассматривая равновесие правой части стержня, имеем
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 (сжаты нижние волокна стержня AC).

По полученным аналитическим выражениям строим эпюры продольных, поперечных сил и изгибающих моментов (рис 1.8б)
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Правильность построения эпюр можно проверить с использованием

1) дифференциальных соотношений между внутренними усилиями при изгибе;

2) составления уравнений статического равновесия произвольного участка, вырезанного из рамы;

3) проверки соблюдения граничных условий.
б) криволинейный стержень

Построить эпюры 
[image: image71.wmf]M
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 для криволинейного стержня (см. рис. 1.9a)

Для построения эпюр необходимо определить только реакцию 
[image: image72.wmf]1
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. Составляем условие равенства нулю суммы всех моментов относительно точки A:
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Рассекаем стержень под произвольным углом 
[image: image75.wmf]p
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 (рис.1.9а), отбрасываем левую часть и определяем внутренние усилия из уравнений равновесия в проекциях на нормальное и касательное направления к оси стержня в каждой точке:
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 EMBED Equation.3  [image: image77.wmf]);
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Для построения эпюр определяем значения внутренних усилий для разных значений углов:

при 
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при 
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(чуть левее середины стержня)

при 
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(чуть правее середины стержня)
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при 
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Откладывая полученные значения по перпендикулярно оси стержня (по его радиусу), строим эпюры внутренних усилий (рис. 1.9в)
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2. Геометрические характеристики плоских сечений

2.1 Статические моменты и центр тяжести

Рассмотрим плоское сечение и введем прямоугольную декартову систему координат. Для того, чтобы охарактеризовать площадь поперечного сечения введем характеристику 
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. Тогда характеристика нулевого порядка является площадью поперечного сечения и равна 
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Статическим моментом сечения площади 
[image: image88.wmf]F

 относительно данной оси называется сумма произведений элементарных площадей 
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 на их расстояния до данной оси, определенная для всей площади 
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Размерность статических моментов 
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). Значение статического момента может быть отрицательным, положительным и равным нулю. Ось, относительно которой статический момент равен нулю, называется центральной. Точка пересечения центральных осей называется центром тяжести (в этой точке приложена равнодействующая сил тяжести). В случае если положение центра тяжести известно, то статический момент относительно произвольной оси равен произведению всей площади 
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 на расстояние от этой оси до центра тяжести данного сечения.
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Центр тяжести произвольного сечения определяется по формулам
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Суммирование производится по всем простейшим составным частям сечения 
[image: image100.wmf]F

, при этом отсутствующие части сечения (например, вырез или дополнения до целого) берутся отрицательными.

Если сечение имеет хотя бы одну ось симметрии, то центр тяжести лежит на данной оси.

Центр тяжести для прямоугольника находится на пересечении его диагоналей, для круга – в его центре, для прямоугольного треугольника – на расстоянии равном 2/3 длины его катетов от каждой из его вершин, образующих острые углы.

Пример.

Для симметричного сечения, состоящего из квадрата со стороной a=10см и круга с диаметром D=10см, определить положение центра тяжести 
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 (рис. 2.2).

Решение:
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Вводим прямоугольную систему координат 
[image: image102.wmf]y
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, проходящую через центры тяжести отдельных элементов.

Тогда в силу симметрии 
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Поскольку квадрат со стороной равной диаметру круга имеет большую площадь, то центр тяжести всего сечения, лежащий на оси 
[image: image105.wmf]y

, оказывается ближе к центру тяжести квадрата.

2.2 Моменты инерции и моменты сопротивления сечения
Осевым моментом инерции сечения 
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 относительно данной оси 
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 называется сумма произведений элементарных площадей 
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 на квадрат расстояний до данной оси, определенная для всей площади 
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. Они являются характеристиками плоского сечения второго порядка для 
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Полярным моментом инерции сечения 
[image: image115.wmf]r
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 относительно данной точки (полюса) называется сумма произведений элементарных площадей 
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 на квадрат расстояний до данной точки, определенная по всей площади 
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Размерность осевых и полярного моментов инерции 
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. Их значения могут быть только положительными. Сумма осевых моментов инерции относительно пары двух любых взаимно перпендикулярных осей 
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 и 
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, проходящих через данную точку, постоянна и равна полярному моменту инерции относительно центра координат: 
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Центробежным моментом инерции 
[image: image123.wmf]xy
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 относительно двух осей 
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 и 
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 называется сумма произведений элементарных площадей 
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 на расстояния до двух этих осей, определенная для всей площади 
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. Его значение может быть отрицательным, положительным и равным нулю.

Осевые моменты инерции для простейших сечений:
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а) определить осевые моменты инерции для прямоугольника с шириной 
[image: image129.wmf]b

 и высотой 
[image: image130.wmf]h

.

Решение:

Разбивая сечение на бесконечно-тонкие прямоугольники (рис. 2.3) и интегрируя по высоте сечения, получим 
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 по аналогии 
[image: image133.wmf];
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б) определить осевые моменты инерции для круга диаметром D.
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Пользуясь тем, что для круга 
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, определим 
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Разбивая сечение на бесконечно-тонкие кольца (рис. 2.4) и интегрируя от центра круга до наружного радиуса, получим 
[image: image136.wmf]r

×

r

×

p

=

d

2

dF

,


[image: image137.wmf].

64

D

I

I

32

D

2

d

2

dF

I

4

y

x

4

2

/

D

0

4

2

/

D

0

2

F

2

×

p

=

=

Þ

×

p

=

r

×

p

=

r

r

×

pr

=

r

=

ò

ò

r


Моментом сопротивления относительно данной оси 
[image: image138.wmf]x

 называется отношение осевого момента инерции для данной оси к максимальному расстоянию 
[image: image139.wmf]max
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 точек сечения от данной оси, взятому по модулю: 
[image: image140.wmf]y

x

xy

maxmax

I

I

W,W

yx

==

.

2.3 Определение статических моментов и моментов инерции при параллельном переносе осей

Пусть 
[image: image141.wmf]y
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 – центральные оси. Определить 
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Решение.

Связь между новыми и старыми координатами: 
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, используем определения моментов:
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[image: image150.wmf];
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Таким образом, для того чтобы определить новые значения моментов необходимо добавить к их старым значениям поправку на параллельный перенос равную произведению площади поперечного сечения на расстояние между осями в степени соответствующей порядку характеристики (значений 
[image: image151.wmf]n
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Поскольку поправки, определяющие пересчет осевых моментов инерции, всегда положительны, то их значения для центральных осей минимальны.

2.4 Определение моментов инерции при повороте осей
Пусть 
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Решение.
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Связь между координатами: 
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Пример.

Для составного сечения (рис.2.2) определить осевые и центробежный моменты инерции и моменты сопротивления 
[image: image160.wmf]z
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Решение:

Пользуясь формулами для определения моментов инерции при параллельном переносе осей, суммируя моменты инерции для отдельных элементов сечения, получим
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 EMBED Equation.3  [image: image162.wmf];
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[image: image163.wmf].
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Максимальным расстоянием от оси 
[image: image164.wmf]x

 является (
[image: image165.wmf]D
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+

), а от оси 
[image: image166.wmf]z

 является 
[image: image167.wmf]a

, поэтому
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[image: image169.wmf];
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2.5 Главные оси и главные моменты инерции.

Оси, относительно которых центробежный момент инерции равен нулю, называются главными. Положение таких осей можно найти в каждой точке плоского сечения. Если начало координат этих осей совпадает с центром тяжести, то такие оси называются главными центральными. Моменты инерции относительно главных центральных осей называются главными (главными центральными) моментами инерции. Формулу для определения положения главных осей инерции по отношению к произвольным осям получим из условия отсутствия центробежного момента инерции, возникающего при повороте осей: 
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 EMBED Equation.3  [image: image171.wmf]x

y

xy

0

I

I

I

2

2

tg

-

=

a

.

Подставив найденное значение угла в выражения для осевых моментов инерции при повороте осей, получим формулу для определения главных моментов инерции: 
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xy

2

y

x

y

x

min

max

I

4

)

I

I

(

2

I

I

I

+

-

±

+

=

.

Главные моменты инерции обладают свойством экстремальности – один из них имеет наибольшее, а другой – наименьшее значение из всех моментов инерции для любой оси, проходящей через данную точку.

Знак ‘+’ берется для наибольшего момента инерции, а знак ‘-’ для наименьшего.

Главные центральные оси инерции обозначаются часто буквами 
[image: image173.wmf]u

 и 
[image: image174.wmf]v

, а главные моменты инерции 
[image: image175.wmf]u
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 и 
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 соответственно.

2.6 Радиусы и эллипс инерции

Радиусом инерции сечения относительно некоторой оси называется величина, определяемая по формуле: 
[image: image177.wmf]F
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Радиусы инерции, определенные для главных осей, называются главными радиусами инерции: 
[image: image178.wmf]F
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Определив главные радиусы инерции, можно построить главный эллипс инерции:

- провести главные оси

- отложить по оси 
[image: image179.wmf]u

 радиус 
[image: image180.wmf]v

i

,

а по оси 
[image: image181.wmf]v

 радиус 
[image: image182.wmf]u

i

 по обе стороны от начала координат

- по полученным четырем точкам построить эллипс

Свойства эллипса инерции:

· эллипс инерции ориентирован в направлении распределения материала сечения;

· -расстояние между произвольной осью, проходящей через центр эллипса 
[image: image183.wmf]z

 и осью, параллельной оси 
[image: image184.wmf]z

 и касающейся эллипса является радиусом инерции 
[image: image185.wmf]z
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 для данной оси, т.е. 
[image: image186.wmf]F
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Пример

Положения главных осей для простейших сечений

[image: image187.jpg]
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Стандартные тонкостенные сечения (рис. 2.7) задаются номером (например, двутавр №20 или угольник №12.5/10.0). Геометрические характеристики стандартных тонкостенных профилей определяются по стандарту - сортаменту прокатных профилей по заданному номеру, который определяет высоту профиля или длины его сторон в [см].
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2.7 Пример выполнения расчетно-графической работы № 1: Определение геометрических характеристик плоской фигуры

Для заданного несимметричного сварного профиля, состоящего из

2) листа 200x9 мм,

3) швеллера №16,

4) уголка неравнобокого №14/9 (толщина стенки t=8мм)

осуществить

1) определение положения центра тяжести

2) определение положения главных центральных осей

3) построение центрального эллипса инерции

Выполнение данной работы удобно проводить, заполняя следующую таблицу:
[image: image738.jpg]tgp=G
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Порядок выполнения расчетно-графической работы:

1) Для заданных профилей определяем или берем из сортамента их начальные геометрические характеристики 

- для листа 
[image: image188.wmf];

см

18

h

L

F

см

9

,

0

h

,

см

20

L

2

л

л

л

л

л

=

×

=

Þ

=

=


- для швеллера 
[image: image189.wmf];
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- для уголка 
[image: image190.wmf];
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2) Вводим произвольную начальную систему координат: в данном случае начало координат (точка 
[image: image191.wmf]O

) совмещено с левым нижнем концом листа и изображаем в выбранном масштабе составное сечение;

в) Определяем центры тяжести отдельных элементов: исходя из схемы сечения

- для листа 
[image: image192.wmf]см
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- для швеллера 
[image: image193.wmf]см
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- для уголка 
[image: image194.wmf]см
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и заносим их реальные значения в таблицу;

3) Определяем статические моменты элементов сечения 
[image: image195.wmf]i
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 и всего сечения относительно начальной системы координат 
[image: image197.wmf]Y
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4) Координаты ЦТ всего сечения: 
[image: image198.wmf],
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[image: image199.wmf].
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5) Изображаем на чертеже центр тяжести и центральные оси всего сечения (точка 
[image: image200.wmf]C

 и оси 
[image: image201.wmf]c
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);

6) Определяем координаты центров тяжестей отдельных элементов в системе центральных осей 
[image: image202.wmf]с
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7) Определяем или берем из сортамента моменты инерции элементов сечения для собственных центральных осей

- для листа 
[image: image203.wmf]4
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- для швеллера 
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- для уголка 
[image: image205.wmf]4
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Центробежный момент инерции для неравнобокого уголка 
[image: image206.wmf]9
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 с толщиной стенки 
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 относительно собственных центральных осей определим по формуле:
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В таблицу записываем 
[image: image209.wmf]4
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, поскольку большая часть площади уголка находится в области, где координаты 
[image: image210.wmf]X

 и 
[image: image211.wmf]Y

 точек сечения имеют противоположные знаки.

Осевые моменты инерции записываем в таблицу исходя из реального положения элементов относительно осей 
[image: image212.wmf]c
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8) Определяем поправки на параллельный перенос при переходе от собственных центральных осей каждого элемента к общим центральным осям 
[image: image213.wmf]i
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9) Определяем моменты инерции элементов сечения и всего сечения относительно общих центральных осей 
[image: image214.wmf]i
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10) Угол, задающий положение главных центральных осей, определяется по формуле
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Поскольку угол отрицателен, то откладываем его по часовой стрелке и проводим одну из главных осей 
[image: image216.wmf]u

.

11) Главные центральные моменты инерции равны
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 EMBED Equation.3  [image: image218.wmf]4
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12) Главные центральные радиусы инерции равны
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Откладывая по оси 
[image: image222.wmf]v

 радиус 
[image: image223.wmf]u
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, а по оси 
[image: image224.wmf]u

 – радиус 
[image: image225.wmf]v
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, строим эллипс инерции.

3. Одноосное растяжение-сжатие

3.1 Напряжения и деформации при растяжении и сжатии
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Принцип Сен-Венана: распределение напряжений существенно зависит от способа приложения внешних сил лишь вблизи места нагружения, а в частях достаточно удаленных от места приложения сил распределение практически зависит только от статического эквивалента этих сил. На рис. 3.1 показан пример систем, имеющих одинаковые главный вектор и главный момент, поэтому деформацию этих систем будем считать одинаковой.
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Гипотеза Я Бернулли (гипотеза плоских сечений): поперечные сечения стержня плоские и перпендикулярные его продольной оси до деформации остаются плоскими и перпендикулярными к его оси и после деформации. В таком случае нормальные напряжения можно считать распределенными постоянно по сечению и формула для нормальных напряжений при одноосном растяжении-сжатии принимает вид 
[image: image226.wmf]F
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Правило знаков при осевой деформации растягивающая сила (напряжение) – положительна, сжимающая – отрицательна:
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Разница между длиной стержня после деформации и начальной длиной стержня называется абсолютной продольной деформацией стержня: 
[image: image227.wmf]0
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Отношение абсолютной продольной деформации к начальной длине стержня называется относительной продольной деформацией: 
[image: image228.wmf]0
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Отношение абсолютной поперечной деформации стержня к его начальному поперечному размеру называется относительной поперечной деформацией: 
[image: image229.wmf]h
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Для изотропных материалов поперечные деформации равны между собой: 
[image: image230.wmf]y
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Деформации 
[image: image231.wmf]z
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 называются также линейными деформациями потому что определяют изменение линейных размеров и являются безразмерными величинами.

3.2 Закон Гука при одноосном растяжении
Р. Гук из экспериментов установил,  что во многих случаях деформация прямо пропорциональна вызываемому ее усилию.

Закон Гука при одноосном растяжении: при малых перемещениях, деформация и нормальное напряжение, ее вызвавшее, пропорциональны друг другу: 
[image: image232.wmf]z
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[image: image742.jpg]


где 
[image: image233.wmf]E

 - модуль продольной упругости (модуль Юнга) – упругая константа изотропного материала, 
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Пример: углеродистая сталь 
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Абсолютное значение отношения относительной поперечной деформации к относительной продольной деформации при растяжении или сжатии в области действия закона Гука называется коэффициентом Пуассона: 
[image: image239.wmf].
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Данный коэффициент является упругой константой изотропного материала и определяется экспериментально. Коэффициент Пуассона безразмерен.

Диапазон изменения значений коэффициента Пуассона: 
[image: image240.wmf]5

,

0

1

£

m

£

-

 (на практике 
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Пример: сталь - 
[image: image242.wmf]33
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[image: image244.wmf]0
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Условие прочности при одноосном растяжении-сжатии:

Опасными сечениями при одноосном растяжении-сжатии являются те, где отношение продольной силы к площади поперечного сечения достигает максимума: 
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3.3 Определение осевых перемещений

[image: image743.jpg]Duc. 2.6 ToBopot oceit



Пусть два бесконечно-близких расположенных сечения стержня с координатами 
[image: image246.wmf]z

 и 
[image: image247.wmf]dz
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 при его осевой деформации перемещаются на расстояния 
[image: image248.wmf]w

 и 
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 соответственно. Тогда

удлинение участка стержня длиной 
[image: image250.wmf]dz

 будет 
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. Для линейно-упругого материала используем закон Гука: 
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[image: image256.wmf]EF

 - жесткость стержня при осевой деформации. Выражение для продольного перемещения получим интегрированием по осевой координате: 
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 - константа интегрирования. Для 
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. Таким образом, константа интегрирования  является перемещением в начале координат. Продольное перемещение произвольного сечения определяется выражением 
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Если на определенном участке 
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 - перемещения меняются по линейному закону, а деформация постоянна.

Полное удлинение (укорочение) стержня постоянной жесткости 
[image: image263.wmf]const
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 при растяжении (сжатии) постоянной силой 
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Пример:

Определить перемещения под действием собственного веса, если известны[image: image744.jpg]


 
[image: image266.wmf]g

- объемный вес материала стержня (вес единицы объема); 
[image: image267.wmf]g
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где 
[image: image268.wmf]r

 - плотность материала, 
[image: image269.wmf]g

 - ускорение свободного падения,


[image: image270.wmf]F

 - площадь поперечного сечения (рис. 3.8);

Решение.

Совмещаем начало координат со свободным концом стержня,

Значение осевой силы равно весу нижележащей (заштрихованной) части стержня: 
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Перемещение под действием этой силы 
[image: image272.wmf]2
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Определим перемещение свободного конца из условия равенства нулю перемещения у заделки 
[image: image273.wmf]2
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Полное удлинение стержня от собственного веса (перемещение свободного конца) равно 
[image: image275.wmf]E
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при 
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. Вследствие того, что перемещения под действием собственного веса ничтожно малы, ими, как правило, в расчетах пренебрегают.

Стержень переменного сечения, у которого напряжения во всех сечениях одинаковы и близки к предельно-допустимым называется стержнем равного сопротивления растяжению или сжатию.

[image: image745.jpg]M;>0

Puc. 4.46 TIpapuro 3HaKOE



Площадь поперечного сечения такого стержня (рис. 3.9) меняется по экспоненциальному закону: 
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, также как и продольная сила 
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 меняются по линейному закону. На практике используются стержни, имеющие сечения, близкие к экспоненциальному: ступенчато-постоянные и конусообразные.

3.4 Статически-неопределимые системы при растяжении-сжатии

Системы, в которых число наложенных связей больше числа уравнений статического равновесия называются статически-неопределимыми
Разница между числом неизвестных и числом независимых уравнений статического равновесия называется степенью статической неопределимости.
Свойства статически-неопределимых систем

· невозможно определить все усилия из одних только уравнений статического равновесия

· должны быть геометрически-неизменяемыми, т.е. должна отсутствовать возможность перемещений при постоянной силе

· для раскрытия статической неопределимости необходимо составить дополнительные условия – условия совместности деформаций (уравнения перемещений), которые означают, что до и после деформации система представляет из себя единую конструкцию.

[image: image746.jpg]


Пример: три стержня соединены в шарнире (рис. 3.10а), в котором действует вертикальная сосредоточенная сила 
[image: image285.wmf]P

, а сверху стержни закреплены в неподвижных шарнирах. Угол между крайними стержнями и вертикалью в ненагруженном состоянии 
[image: image286.wmf]a

. Длина среднего стержня 
[image: image287.wmf]l

. Материал стержней одинаков, модуль Юнга равен 
[image: image288.wmf]E

. Площадь поперечного сечения крайних стержней 
[image: image289.wmf]F

, а среднего стержня 
[image: image290.wmf]F
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. 

Определить продольные силы, напряжения в стержнях, а также удлинение среднего стержня.

Решение.

Вводим прямоугольную систему координат, совмещая ее начало с шарниром, в котором действует сила. Рассекаем стержни в произвольной точке по их длинам – получаем три внутренних усилия: 
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Составляем уравнения статического равновесия:
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 (условие симметрии)
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условие равенства нулю всех моментов относительно точки A:
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 - является вырожденным.
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Поскольку два оставшихся уравнения равновесия содержат три неизвестных, то система является статически-неопределимой. Степень статической неопределимости равна единице.

Рассматриваем совместную деформацию стержней: при действии силы 
[image: image295.wmf]P

 стержень 2 удлиняется, при этом стержни 1 и 3 удлиняясь, поворачиваются вокруг верхних неподвижных шарниров, оставаясь соединенными со стержнем 2.

Считая перемещения малыми, заменяем перемещения крайних стержней по дугам окружностей на перемещения по перпендикулярам к их исходному положению (рис. 3.10б). Из геометрии следует, что 
[image: image296.wmf]a

D

=

D

cos

l

l

1

2

. Используя закон Гука (
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), получим дополнительное третье уравнение: 
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Решая полученную систему алгебраических уравнений, получим 
[image: image299.wmf])
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при этом удлинение среднего стержня составит 
[image: image300.wmf])
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 и средний стержень оказывается более напряженным.

3.5 Температурные и монтажные напряжения

Возникающие при изменении температуры в статически-неопределимых системах дополнительные усилия (напряжения) называются температурными усилиями (напряжениями).
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Пример: для статически-неопределимого стержня постоянной жесткостью 
[image: image303.wmf]const
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и длиной 
[image: image304.wmf]l

, температура которого увеличена на 
[image: image305.wmf]C
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, определить температурные напряжения.

Решение.

Удлинение из-за действия температуры определяется как 
[image: image306.wmf]l
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где 
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 - коэффициент температурного расширения;

это же удлинение, но по закону Гука: 
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при 
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Вследствие несоответствия реальных размеров элементов проектным при сборке или монтаже  в статически-неопределимых системах[image: image749.jpg]Puc. 45 Pacnpeaenehire
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 возникают дополнительные усилия которые называются монтажными напряжениями.
Пример: Три одинаковые колонны, поддерживают груз 
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, причем средняя колонна (2) изготовлена с зазором 
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 (рис. 3.12): проектная длина 
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Определить усилия 
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Вариант 1: зазор не перекрыт, тогда система является статически-определимой и
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при этом укорочение всех стержней составит: 
[image: image320.wmf];
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Зазор перекрыт, следовательно, третий стержень также участвует в работе.

Вариант 2: зазор перекрыт – система является статически-неопределимой.

Уравнение равновесия на вертикальную ось: 
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Уравнение равновесия по моментам относительно середины средней колонны: 
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Условие совместности деформаций (см. положение системы в деформированном виде):
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, отсюда определяем внутренние усилия
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при этом укорочение крайних стержней составит: 
[image: image325.wmf];
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Вариант 3: зазор отсутствует (проектные размеры)


[image: image326.wmf];
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 => средняя колонна недогружена на 
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3.6 Диаграммы растяжения пластичных и хрупких материалов

а) испытания на растяжение малоуглеродистой стали (пластичный материал)

На растяжение испытываются цилиндрические длинные (
[image: image329.wmf]10
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) или короткие (
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) образцы, где 
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 - длина, а 
[image: image332.wmf]0

d

 - диаметр цилиндрической части образца. При этом строятся диаграммы растяжения - график зависимости между растягивающей силой 
[image: image333.wmf]P

 и удлинением образца 
[image: image334.wmf]l

D

. Типичная диаграмма растяжения малоуглеродистой стали приведена на рис. 3.13.
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Участки диаграммы растяжения:

Зона пропорциональности – участок пропорциональной зависимости между нагрузкой и деформацией (прямолинейный участок, справедлив закон Гука, конечная нагрузка 
[image: image336.wmf]пц
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)

Предел пропорциональности – наибольшее напряжение, до которого существует прямо-пропорциональная зависимость между нагрузкой и деформацией: 
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Зона упругости – участок, до конца которого возникают только упругие деформации.

Предел упругости – максимальное напряжение, при котором в материале не обнаруживается признаков пластической деформации: 
[image: image339.wmf]0

у

у

F

P

=

s

 (Ст3 
[image: image340.wmf]МПа

210

...

205

у

=

s

).

Площадка текучести – участок диаграммы, на котором деформации растут без увеличения нагрузки.

Физический предел текучести – наименьшее напряжение, при котором образец деформируется без заметного увеличения растягивающей нагрузки 
[image: image341.wmf]0
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Зона упрочнения соответствует участку, определяющему нелинейную связь между усилием и деформаций. На данном участке материал образца сопротивляется разрушению, а диаметр изменяется равномерно по всей длине образца.

Временное сопротивление – напряжение соответствующее наибольшей нагрузке 
[image: image343.wmf]0
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Зона локализации пластической деформации характеризуется изменением диаметра образца в узкой области – шейке и завершается разрывом образца в этой области.

Напряжения при разрыве образца 
[image: image345.wmf]к

s

 соответствуют нагрузке, возникающей в конечной точке диаграммы.

Все перечисленные напряжения являются характеристиками прочности материала. Чем их значения больше, тем прочность рассматриваемого материала выше.

Характеристики пластичности:

Относительное удлинение после разрыва – отношение приращения расчетной длины образца после разрыва к ее первоначальному значению определяемое по формуле 
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Относительное сужение после разрыва – это отношение уменьшения площади поперечного сечения образца в месте разрыва к начальной площади поперечного сечения образца, определяемое по формуле и 
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 для цилиндрических образцов 
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Для Ст3: 
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Относительное равномерное сужение – это отношение уменьшения площади поперечного сечения образца вне зоны шейки к начальной площади поперечного сечения образца, определяемое по формуле 
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 для цилиндрических образцов 
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Чем значение этих характеристик больше, тем пластичность материала выше.

Наклеп – явление повышения упругих свойств материала (предела пропорциональности 
[image: image352.wmf]пц

s

) в результате предварительного пластического деформирования (до точки 
[image: image353.wmf]A

 на рис. 3.13), разгрузки и повторного нагружения. При этом линия разгрузки и повторного нагружения параллельны начальному прямому участку диаграммы.

Условная диаграмма напряжений – диаграмма, построенная в координатах, определенных для начальной площади поперечного сечения 
[image: image354.wmf]0
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 и длины 
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, определяющая зависимость напряжений от продольной деформации. Она может быть получена из диаграммы на рис.3.13, если все ее ординаты разделить на начальную площадь сечения 
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, а все абсциссы на начальную длину 
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Истинная диаграмма напряжений – диаграмма, построенная с учетом сужения площади поперечного сечения и местного увеличения деформаций. Соответствующие истинные напряжения (истинный предел текучести 
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, истинное временное сопротивление 
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 и истинное напряжение при разрыве 
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) связаны с условными аналогами следующим образом: 
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 Данная диаграмма строится в координатах истинное напряжение – относительное сужение и имеет вид, показанный на рис. 3.14. К моменту достижения площадки текучести площадь поперечного сечения еще не изменяется, и поэтому условный и истинный пределы текучести совпадают. В дальнейшем площадь поперечного сечения образца уменьшается, а истинные напряжения превышают условные. Истинные напряжения в отличие от условных возрастают вплоть до момента разрушения.

В случае если диаграмма деформирования не имеет выраженной площадки текучести (легированные стали, сплавы и цветные металлы, рис.3.15), определяют условный предел текучести 
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 - напряжение, при котором остаточное удлинение достигает 
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 от рабочей длины образца. При этом по оси абсцисс откладывают удлинение соответствующее 
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 и проводят линию, параллельную начальному прямому участку, до пересечения с диаграммой. Ордината точки пересечения определит нагрузку 
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, по которой можно определить условный предел текучести 
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б) испытания на растяжение чугуна (хрупкий материал)
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Диаграмма растяжения чугуна носит прямолинейный характер, при этом разрыв образца происходит без пластических деформаций (рис. 3.16). По диаграмме растяжения можно определить максимальную нагрузку 
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, по которой определяют единственную характеристику прочности – предел прочности 
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в) испытание на сжатие малоуглеродистой стали
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Диаграмма сжатия образцов из малоуглеродистой стали (рис. 3.17) похожа на диаграмму растяжения той же стали но при этом точка 
[image: image369.wmf]K

 соответствует не разрыву образца, а прекращению испытаний. При этом образец может быть доведен до сильно сплюснутого состояния, не разрушаясь. Пределы текучести на растяжение и сжатие образцов из одного и того же высокопластичного материала примерно одинаковы: 
[image: image370.wmf].
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г) испытание на сжатие чугуна

[image: image754.jpg]ar. Mz, [xHM] 246

1,64 il 1,64
LI
I _
s T[MITa] 10 082
66,6 i 66,6
eI
i
o

Prc. 4.6 Kpytere cTepsast



Диаграмма сжатия чугуна (рис 3.18) имеет близкий к прямолинейной зависимости характер, при этом разрушение образца происходит с малыми пластическими деформациями с образованием трещины под углом в 45 градусов к линии нагружения (в этой площадке действуют наибольшие касательные напряжения). Предел прочности при сжатии, определяемый по наибольшей нагрузке, значительно больше предела прочности при растяжении: 
[image: image371.wmf].
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3.7 Пример выполнения расчетно-графической работы № 2.1: Осевая деформация стержня переменного сечения

[image: image755.jpg]Puc. 1.2 HepaBHOMepHa HATPY3Ka



Дано: 
[image: image372.wmf]МПа
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Задание (рис. 3.19):

1) построить эпюру осевых сил N(z)

2) построить эпюру нормальных напряжений 
[image: image373.wmf])
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1) определить минимально необходимую площадь поперечного сечения 
[image: image374.wmf]min

F

 из условия прочности по нормальным напряжениям

4) построить эпюру абсолютных удлинений 
[image: image375.wmf])
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Решение.

1) Заменяя жесткую заделку на реакцию 
[image: image376.wmf]R

, и совмещая начало координат с неподвижным концом стержня, составляем уравнение равновесия всех сил на ось стержня:
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 (реакция в заделке направлена в противоположную сторону по отношению к показанному на рисунке)

Выражение для осевых сил (для 4-х участков стержня):


[image: image378.wmf]100
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Символ 
[image: image379.wmf]1
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 означает, что слагаемое, следующее за ним, следует учитывать только при превышении осевой координаты указанного значения.

Строим эпюру осевых сил, которая является кусочно-постоянной функцией и меняется скачкообразно в точках приложения сосредоточенных сил.

2) Выражение для осевых сил и нормальных напряжений для каждого из участков в отдельности:


[image: image380.wmf].
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3) Условие прочности при одноосном растяжении-сжатии: 
[image: image381.wmf]]
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Определяем минимально-необходимую площадь поперечного сечения


[image: image382.wmf]2
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3) Определяем значения нормальных напряжений для найденного значения площади сечения:


[image: image383.wmf];
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Строим эпюру нормальных напряжений, которая является постоянной для участков, где отношение осевой силы к площади сечения одинаково.

4) Определяем абсолютные удлинения участков стержня
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(следовательно, в целом, стержень удлиняется)

Строим эпюру продольных перемещений, которая является кусочно-линейной функцией.

4. Кручение стержней круглого поперечного сечения

4.1 Деформация кручения

[image: image756.jpg]Al
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[image: image757.jpg]e (e D
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Деформация сдвига определяется изменением первоначально прямого угла между элементами. Данное изменение равно углу сдвига 
[image: image385.wmf]g

 (рис. 4.1).

Чистый сдвиг – напряженно-деформированное состояние, характеризуемое тем, что на гранях элемента возникают только касательные напряжения.

Пусть 
[image: image386.wmf]D

 - абсолютный сдвиг, тогда 
[image: image387.wmf]g
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 - относительный сдвиг (угол сдвига)

Закон парности касательных напряжений – на взаимно-перпендикулярных площадках касательные напряжения численно равны и направлены так, что стремятся вращать элемент в противоположные стороны.

Составим уравнение равновесия по моментам относительно центра бесконечно-малого элемента единичной толщины выделенного из деформированного тела (рис. 4.2):
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аналогично 
[image: image389.wmf]zy
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Закон Гука при сдвиге: при малых деформациях касательные напряжения пропорциональны вызываемому ими углу сдвига: 
[image: image390.wmf]g
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, где 
[image: image391.wmf]G

 - модуль упругости материала при сдвиге (модуль сдвига)
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Для изотропного материала три упругих константы связаны соотношением: 
[image: image392.wmf])
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4.2 Формула для касательных напряжений

Допущения:
- гипотеза плоских сечений: все поперечные сечения, поворачиваясь вокруг оси 
[image: image395.wmf]z

, остаются плоскими.
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- гипотеза прямых радиусов: все радиусы данного сечения остаются прямыми и поворачиваются на один и тот же угол 
[image: image396.wmf]j

 - угол закручивания (см. рис. 4.4а).

На рис. 44а видно, что 
[image: image397.wmf]dz
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. Отсюда относительный (погонный) угол закручивания определяется по формуле 
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Суммарный момент от касательных напряжений равен заданному моменту: 
[image: image400.wmf]Þ

r

t

=

j

×

=

j

×

r

=

r

×

g

×

=

r

×

t

=

r

r

ò

ò

ò

I

dz

d

GI

dF

dz

d

G

dF

)

G

(

dF

)

(

M

F

2

F

F

кр



[image: image401.wmf]r
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[image: image403.wmf]GJ

r

 - жесткость круглого поперечного сечения при кручении.

где 
[image: image404.wmf]r

 - расстояние от центра сечения до произвольной точки.

Условие прочности при кручении: 
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 - момент сопротивления при кручении.
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для сплошного круглого сечения: 
[image: image407.wmf]16
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для полого толстостенного сечения: 
[image: image408.wmf]16
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для тонкостенного кольцевого сечения: 
[image: image409.wmf]2
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Правило знаков при кручении: крутящий момент положителен, если при наблюдении со стороны внешней нормали к поперечному сечению, он поворачивает сечение по часовой стрелке (рис. 4.4б).

Касательные напряжений при кручении изменяются вдоль радиуса по линейному закону (рис. 4.5): в центре сечения они равны нулю, а наибольших значений достигают на контуре сечения.

Угол закручивания определяется по формуле 
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 - угол поворота в начале координат. При 
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Пример.

1) Определить крутящий момент, передаваемый валопроводом корабля на винт, если 
[image: image415.wmf]N

 - мощность двигателя 
[image: image416.wmf][
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 и 
[image: image417.wmf]n

 - частота вращения валопровода 
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 известны.
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2) Определить внутренний 
[image: image419.wmf]d

 и наружный диаметры 
[image: image420.wmf]D

 валопровода из условия прочности по касательным напряжениям при 
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Решение:

1) Работа пары сил 
[image: image422.wmf]P

, создающей крутящий момент 
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[image: image425.wmf]n

 оборотам в минуту соответствует угол, равный 
[image: image426.wmf]60
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 рад. Работа в единицу времени определяет мощность двигателя: 
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2) Из условия прочности определяем наружный диаметр 
[image: image430.wmf][
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[image: image431.wmf][
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4.3 Пример выполнения расчетно-графической работы № 2.2: Внутренние усилия и перемещения при кручении

Дано: сплошной вал с 
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(рис. 4.6)

Необходимо:

1) построить эпюру крутящих моментов 
[image: image433.wmf])
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2) построить эпюру касательных напряжений 
[image: image434.wmf])
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3) определить грузоподъемность 
[image: image435.wmf][
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M

 из условия прочности по касательным напряжениям

4) построить эпюру углов закручивания 
[image: image436.wmf])
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Решение.

Заменяя жесткую заделку на реактивный момент 
[image: image437.wmf]r
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, и совмещая начало координат с неподвижным концом вала, составляем сумму проекций всех моментов на ось вала:

[image: image763.jpg]Ali{ = = 'JA]_ZI I
T TRZ TRS

Puc. 3.12 MOHTaKHEIE HANPKEHUA





[image: image438.wmf]M
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 (реактивный момент в заделке направлен в ту же сторону, что и на рисунке).

Выражение для крутящих моментов имеет вид (для 4-х участков вала): 
[image: image439.wmf];
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Поскольку вал имеет постоянное поперечное сечение по всей длине, то полярный момент сопротивления также постоянен и для сплошного вала равен 
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, а жесткость стержня на кручение равна
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Выражения для касательных напряжений для каждого из участков 
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3) Условие прочности при чистом кручении: 
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Определяем грузоподъемность
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Записываем выражение для крутящего момента в числовом виде:
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 и строим эпюру.

Определяем значения касательных напряжений для найденного максимального значения крутящего момента:
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Определяем углы закручивания вала
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Строим эпюру углов закручивания, которая является кусочно-линейной функцией.

5. Изгиб прямых стержней

5.1 Основные допущения

Гипотеза о ненадавливании продольных волокон: волокна стержня, параллельные его оси, испытывают деформацию растяжения-сжатия в продольном направлении и не оказывают давления друг на друга в поперечном направлении. Данная гипотеза означает, что из всех нормальных напряжений присутствуют только 
[image: image449.wmf]z
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, которые можно определить по закону Гука: 
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 и каждое продольное сечение будет находиться в состоянии одноосного растяжения-сжатия.

Гипотеза плоских сечений: каждое поперечное сечение стержня плоское до деформации остается плоским и нормальным к искривленной оси стержня после деформации. Данная гипотеза на практике оказывается действительной для длинных стержней: если характерный размер поперечного сечения 
[image: image451.wmf]h

 относится к длине 
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 как 
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При введении этих гипотез каждое поперечное сечение стержня будет являться абсолютно-жестким диском, имеющим три степени свободы (рис. 5.1).

Пусть перемещение 
[image: image454.wmf]0
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, если оно направлено в положительном направлении оси 
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, тогда перемещение произвольной точки сечения A имеет вид:
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Правило знаков при изгибе:
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Поперечная сила является положительной, если она поворачивает элемент по часовой стрелке. Изгибающий момент является положительным, если сжатые им волокна расположены сверху (рис.5.2).

Классификация изгибов:

Чистый изгиб – в поперечных сечениях стержня присутствует только изгибающий момент: 
[image: image457.wmf]0
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;

Поперечный изгиб – в поперечных сечениях стержня присутствует и изгибающий момент и поперечная сила: 
[image: image458.wmf]0
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Плоский изгиб – изгиб стержня в одной из главных плоскостей инерции: 
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Косой изгиб – изгиб одновременно в двух главных плоскостях инерции: 
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5.2 Плоский изгиб
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Рассмотрим деформацию изгиба, выделив из деформированной балки бесконечно-малый элемент (рис.5.3а). Вследствие непрерывности деформации по высоте поперечного сечения будет существовать некоторый промежуточный слой материала, который искривляясь, сохраняет первоначальную длину 
[image: image462.wmf]dz

. Такой слой материала называется нейтральным слоем, а линия пересечения нейтрального слоя с поперечным сечением называется нейтральной (нулевой) линией. При плоском изгибе нейтральная линия проходит через центр тяжести (
[image: image463.wmf]0
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). Определим продольную деформацию произвольного волокна удаленного от нейтрального слоя на расстояние 
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 - радиус кривизны изогнутой оси в данной точке, а 
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 - кривизна в этой же точке. Таким образом, деформация по высоте сечения распределена по линейному закону.

Пусть во всех сечениях 
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 (случай плоского изгиба в вертикальной плоскости), тогда 
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 где 
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 называется жесткостью поперечного сечения при изгибе в вертикальной плоскости. Тогда 
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Наибольшее нормальное напряжение при плоском изгибе возникает в точке (точках), наиболее удаленных от нейтральной линии (при 
[image: image472.wmf]max
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Условие прочности по нормальным напряжениям имеет вид: 
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 - момент сопротивления при изгибе. Для круга - 
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Продольная деформация меняется по высоте поперечного сечения по линейному закону 
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 - кривизна в данной точке.
5.3 Дифференциальные зависимости между внутренними усилиями при изгибе
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Рассмотрим бесконечно-малый элемент стержня длиной 
[image: image480.wmf]dz

 (рис. 5.4).  Составим условия равенства нулю всех сил относительно оси 
[image: image481.wmf]y

 и всех моментов относительно точки A:
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Отсюда следует важное соотношение между изгибающим моментом и поперечной силой:

1) если на каком-то участке поперечная сила положительна, то изгибающий момент на этом участке возрастает;

2) если на каком-то участке поперечная сила отрицательна, то изгибающий момент на этом участке убывает;

3) если в какой-то точке поперечная сила равна нулю, то изгибающий момент в этой точке имеет экстремум;

4) если поперечная сила равна нулю на каком-то участке, то изгибающий момент на этом участке постоянен;

5.4 Определение касательных напряжений

Пусть стержень имеет постоянное поперечное сечение. Вырежем из стержня сектор, ограниченный горизонтальным сечением на произвольном расстоянии 
[image: image483.wmf]y

 от нейтральной линии и поперечными сечениями, удаленными друг от друга на бесконечно-малое расстояние 
[image: image484.wmf]dz

, и рассмотрим все напряжения, действующие по его граням (рис. 5.5).
Гипотеза: по ширине сечения 
[image: image485.wmf])
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 касательные напряжения распределены равномерно.
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Полагая, что формула для определения нормальных напряжений 
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 действительна, составим уравнение равновесия всех сил на ось стержня:
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Интеграл берется по отсеченной площади поперечного сечения (расположенной выше линии сечения) и равен статическому моменту этой площади относительно нейтральной оси 
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. Данное выражение называется формулой Д. И. Журавского и выполняется точно, вследствие принятой гипотезы, только для тонкостенных сечений.

5.5 Условие прочности по касательным напряжениям

а) прямоугольник
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б) круг
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в) двутавр и швеллер
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, где 
[image: image494.wmf]s

 - толщина стенки сечения.
При этом распределение касательных напряжений по ширине полок у данных сечений линейно, поскольку координата центра тяжести для любой отсеченной площади одинакова, а сама площадь увеличивается линейно (рис. 5.6).
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При решении задач вначале проверяют выполнение условия прочности по нормальным напряжениям (или выбирают минимально-необходимое сечение исходя из условия выполнения данного условия прочности), а затем осуществляют проверку выполнения условия прочности по касательным напряжениям.

5.6 Пример выполнения расчетно-графической работы № 3: Построение эпюр внутренних усилий и расчет прочности при изгибе статически-определимых балок

I) (шарнирно-опертая балка)
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Для шарнирно-опертой балки (рис.5.7а) при 
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1) найти реактивные усилия

2) записать выражения и построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов

3) выбрать поперечное сечение в форме двух швеллеров из условия прочности по нормальным напряжениям с проверкой выполнения условия прочности по касательным напряжениям

4) построить распределения нормальных и касательных напряжений для выбранного профиля

Решение:
Совмещаем начало координат с левым концом балки

1. Определение реакций опор:

Сумма всех сил на вертикальную ось: 
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Сумма моментов относительно точки A: 
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2. Выражения для поперечной силы и изгибающего момента
а) по участкам
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б) Выражения для поперечной силы и изгибающего момента в одну строку:
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Заносим значения внутренних усилий в характерных точках в таблицу и строим эпюры
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Определяем координату на третьем участке 
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3. Выбор поперечного сечения 

Опасное сечение по нормальным напряжениям 
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Из условия прочности по нормальным напряжениям определяем минимально необходимый момент сопротивления поперечного сечения:
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Проверяем выполнение условия прочности по касательным напряжениям
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условие прочности по касательным напряжениям выполнено.

Определяем значения касательных напряжений для точек 2, 3:
Точка 1:
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Точка 2:
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По полученным точкам строим распределения напряжений (рис. 5.7б)

II) консольная балка
Для консольной балки (см. рис.5.8) для 
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Решение:
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1. Выражения для поперечной силы и изгибающего момента

а) по участкам
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б) в одну строку



 EMBED Equation.3  
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Заносим значения внутренних усилий в характерных точках и строим эпюры
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Определяем координату на третьем участке 
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2) Проверка выполнения условий прочности

Максимальное значение изгибающего момента: 
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условие прочности по касательным напряжениям выполнено.

5.7 Универсальное уравнение изогнутой оси
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Вертикальные перемещения центров тяжестей сечений стержня 
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Если 
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Точное математическое выражение для кривизны любой плоской кривой 
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Полагая изгибную жесткость стержня постоянной 
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В данных выражениях константы интегрирования 
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 определяют прогиб, угол поворота, изгибающий момент и поперечную силу в начале координат. Они называются начальными параметрами.
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В случае действия произвольного количества нагрузок разного типа (рис. 5.10) полученные выражения можно обобщить
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Выражение для прогиба называется универсальным уравнением. В данные выражения должны быть включены все нагрузки (внешние и реактивные), действующие на стержень, кроме сосредоточенных нагрузок, действующих на конце стержня, противоположном началу координат. Каждая- нагрузка учитывается в данных выражениях только при превышении осевой координаты указанного значения. В случае если распределенная нагрузка действует только на части длины стержня, то ее необходимо достроить от конца ее действия до конца стержня противоположного началу координат и учесть данное слагаемое в качестве отдельной нагрузки противоположного направления.

Неизвестные начальные параметры 
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 определяются из граничных условий, составленных для левого и правого концов стержня. В случае наличия у стержня промежуточных опор для определения действующих на них реактивных усилий составляются дополнительные условия отсутствия прогибов на них, а неизвестная реакция на опоре учитывается в качестве слагаемого соответствующего силе. При построении эпюр поперечных сил и изгибающих моментов в местах действия соответствующих сосредоточенных усилий происходят скачки. Кроме того, следует проверять выполнение дифференциальных соотношений между внутренними усилиями. Вследствие степенной зависимости от осевой координаты эпюры прогибов и углов поворота являются гладкими функциями, не имеющими скачков и изломов. В точках, где сила равна нулю, момент имеет экстремум, а в точках, где момент равен нулю, кривизна изогнутой оси равна нулю, т.е. имеется точка перегиба.

5.8 Пример раскрытия статической неопределимости балки с помощью уравнения изогнутой оси

Для балки (см.рис.5.11) при 
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1) записать уравнение изогнутой оси

2) [image: image774.jpg]Puc. 1.66 CrcTena BHyTperH:
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определить неизвестные начальные параметры из граничных условий

3) получить выражения и построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов

4) построить изогнутую ось балки

Решение.

Совмещаем начало координат с левым концом балки

1. Уравнение изогнутой оси балки
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Cоставляем граничные условия

при 
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при 
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Положив в универсальном уравнении 
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 выражения для силы и момента, получим дифференцированием
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Решая систему уравнений
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получим 
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Подставив найденные значения начальных параметров в их выражения, определим их значения в характерных точках:
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Определяем абсциссу на втором участке балки, где поперечная сила равна нулю 
[image: image582.wmf]м
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 имеет максимум.

По полученным значениям строим эпюры

5.9 Косой изгиб
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В случае, если плоскость действия нагрузок не совпадает с главной осью сечения изгиб будет косым (рис.5.12а). При этом в поперечных сечениях стержня будут присутствовать два изгибающих момента, т.е. косой изгиб можно представить в виде сочетания двух изгибов в главных плоскостях. У круглого и квадратного сечения все оси, проведенные через центр тяжести, являются главными и поэтому такие балки испытывают только плоский изгиб.

Следовательно, в выражении для нормальных напряжений остаются два слагаемых: 
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. Нейтральная линия при этом проходит через центр тяжести сечения, но не перпендикулярна плоскости действия нагрузок: 
[image: image585.wmf]a
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 - угол наклона плоскости действия сил к главной оси. Перемещения при косом изгибе находятся в плоскости, составляющей угол 
[image: image587.wmf]b

 с главной осью.

Наибольшие нормальные напряжения возникают в точках сечения, наиболее удаленных от нейтральной линии: 
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

±

=

s

x

y

y

x

min

max

W

M

W

M

.

Условием прочности при косом изгибе является 
[image: image589.wmf]]
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Пример. Подобрать поперечное сечение для балки, подвергающейся косому изгибу, при 
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 (рис. 5.12б).

Решение:
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Наибольшие значения моментов равны 
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кН

5

,

12

4

l

P

M

,

м

кН

25

,

6

8

l

q

M

y

2

x

×

=

×

=

×

=

×

=

.
Рассмотрим несколько видов сечений:

а) прямоугольник с отношением высоты к ширине 
[image: image592.wmf]3
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Площадь такого сечения равна 
[image: image594.wmf]2
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б) круг с отношением внутреннего диаметра к наружному 
[image: image595.wmf]7
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Поскольку балки с таким сечением не испытывают косого изгиба то в расчет должен приниматься суммарный момент:

Тогда 
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Площадь такого сечения равна 
[image: image597.wmf]2
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Тогда 
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5.10 Внецентренное растяжение (сжатие)

Если линия действия осевой силы параллельна геометрической оси стержня, но не совпадает с ней, то такой случай нагружения стержня называется внецентренным растяжением (сжатием).
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Пусть координаты точки приложения силы 
[image: image600.wmf]p

p

y

,

x

 (рис. 5.13а), тогда возникающие при этом внутренние усилия равны 
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. Таким образом, данный вид нагружения является сочетанием осевого растяжения ( или сжатия) и косого изгиба (или изгибов в двух главных плоскостях). Выражение для нормальных напряжений имеет наиболее общий вид:
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 или в данном случае 
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 - радиусы инерции площади поперечного сечения. Приравняв выражение для нормальных напряжений нулю, получим уравнение нейтральной линии: 
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Пример. Консоль прямоугольного поперечного сечения 
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 (рис. 5.13б). Определить нормальные напряжения в точках 
[image: image611.wmf]D

,

C

,

B

,

A

 в заделке.

[image: image778.jpg]My Y
C =

e dz —f
Puc. 5.3a fledopmarya naruba




Решение.

Определяем внутренние усилия: 
[image: image612.wmf]м

кН

4

1

4

z

P

)

м

1

l

z

(

M

,

м

кН

1

02

,

0

50

e

P

M

,

кН

50

P

N

2

y

1

x

1

×

=

×

=

×

=

=

=

×

-

=

×

-

=

×

=

=

=

.
Воспользуемся формулой для вычисления нормальных напряжений: 
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точка 
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6. Кручение стержней некруглого сечения

6.1 Свободное кручение стержня прямоугольного сечения.
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[image: image780.jpg]


В общем случае при кручении произвольного стержня поперечные сечения плоские до деформации искривляются по некоторой поверхности 
[image: image622.wmf])
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, которая называется функцией депланации сечения, а само явление – депланацией. (рис. 6.1). Значения функции депланации определяют перемещения точек сечения в направлении оси стержня Z.  Угол сдвига 
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 образуется как за счет наклона образующих, так и из-за наклона сторон, лежащих в поперечных сечениях. Если депланации всех поперечных сечений одинаковы по длине стержня, то кручение называется свободным. При этом каждое продольное волокно перемещается в продольном направлении как жесткое целое и нормальное напряжение в поперечных сечениях будет отсутствовать 
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. Если депланации переменны по длине стержня, то такое кручения называется стесненным, а в поперечных сечениях наряду с касательными присутствуют и нормальные напряжения.

Максимальные касательные напряжения при кручении стержня прямоугольного сечения (рис 62 возникают в средних точках длинных сторон контура, которые равны 
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 зависит от соотношения высоты и ширины прямоугольника. В серединах коротких сторон возникают меньшие напряжения, которые равны 
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Для угловых точек касательные напряжения равны нулю, что следует из закона парности касательных напряжений (боковая поверхность свободна от напряжений). Угол закручивания связан с крутящим моментом соотношением 
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6.2 Свободное кручение тонкостенных стержней открытого профиля.
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Пусть стержень имеет сечение в виде узкого вытянутого прямоугольника с размерами 
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. На основании гидродинамической аналогии угол наклона касательной 
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 к поверхности вдоль стороны 
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 практически постоянен. Это означает, что напряжение 
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. Неравномерностью распределения касательных напряжений вдоль узкой стороны пренебрегаем.

Обобщая данные формулы на произвольный тонкостенный профиль, у которого средняя линия имеет длину 
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 и является незамкнутой кривой (рис. 6.3) получим 
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При расчете тонкостенных стержней на кручение геометрическая характеристика жесткости обозначается как 
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Если сечение состоит из отдельных узких прямоугольников, то 
[image: image644.wmf]å

d

b

=

3

i

i

d

L

3

1

I

 где 
[image: image645.wmf]1

³

b

 - экспериментальный коэффициент, учитывающий некоторое возрастание жесткости сечения за счет областей пересечения прямоугольников и переходных скруглений.

Данный коэффициент принимается равным 
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Относительный угол закручивания определяется формулой 
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 - жесткость тонкостенного сечения стержня при свободном кручении.

Для вычисления касательных напряжений 
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-ой пластине стержня представим крутящий момент как сумму моментов, воспринимаемых отдельными частями стержня 
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6.3 Свободное кручение тонкостенных стержней замкнутого профиля 
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Пусть стержень имеет замкнутую форму контура сечения, которое по длине стержня постоянно (рис 6.2). Поверхность, делящая толщину стенки 
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 пополам, называется срединной поверхностью стержня. Линия пересечения срединной поверхности и поперечного сечения называется средней линией тонкостенного поперечного сечения (или его контуром). Вследствие малости толщины контура касательные напряжения 
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 распределены по толщине 
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 равномерно. Толщина стенки 
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 в общем случае является переменной вдоль контура сечения 
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[image: image664.wmf])

s

(

d

=

d

. Поскольку боковая поверхность сечения свободна от напряжений, то по закону о парности касательных напряжений, равные им напряжения, направленные по нормали к контуру также отсутствуют. Касательные напряжения действуют только по касательной к контуру. Произведение 
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 называется потоком касательных сил. Поток 
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 имеет размерность 
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 и представляет собой силу, приходящуюся на единицу длины контура.
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Для определения связи между касательным напряжением и вызывающим его крутящим моментом рассмотрим равновесие части стержня вырезанной из него поперечными и продольными сечениями, проведенными в произвольных точках 
[image: image668.wmf]A

 и 
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 контура (рис 63). По закону о парности касательных напряжений в продольных площадках стенки возникают такие же напряжения, как и в поперечном сечении. Проецируя все силы но ось стержня 
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, для данной части стержня получим 
[image: image671.wmf]0

dz

dz

B

B

A

A

=

d

t

-

d

t

. Поскольку точки 
[image: image672.wmf]A

 и 
[image: image673.wmf]B

 выбраны произвольно то 
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, т.е. при свободном кручении интенсивность потока касательных усилий 
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 вдоль замкнутого контура сечения постоянна для всей длины контура сечения.

Суммарный момент относительно оси 
[image: image676.wmf]z

 создаваемый потоком усилий по всему контуру соответствует внутреннему крутящему моменту 
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 - удвоенная площадь сектора в виде элементарного треугольника с основанием 
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 - удвоенная площадь, охватываемая контуром сечения.

Окончательно формула для касательных напряжений принимает вид 
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 (формула Бредта).

Поскольку при выводе этой формулы использовались только уравнения статики, то задача по определению касательных напряжений при свободном кручении стержня замкнутого одноконтурного сечения является статически-определимой.

В частном случае, для круглого тонкостенного сечения формула для касательных напряжений принимает вид 
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6.4 Жесткость тонкостенных стержней замкнутого профиля при свободном кручении

Для того, чтобы определить угол закручивания 
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 - потенциальная энергия деформация элемента длиной 
[image: image688.wmf]dz

, 
[image: image689.wmf]A

 - работа моментов 
[image: image690.wmf]z

M

, вызвавших деформацию элемента, которой является чистый сдвиг с напряжением 
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 и использовав формулу Бредта, получим значение потенциальной энергии 
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Работу момента получим как площадь диаграммы, определяющей связь между крутящим моментом и углом закручивания по закону Гука 
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 является жесткостью замкнутого сечения при свободном кручении.

В частном случае, жесткость круглого тонкостенного сечения равна 
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Для замкнутого квадратного сечения, при 
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Для такого же стержня открытого сечения (если в произвольной стенке имеется разрез), при 
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Например, при 
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Таким образом, при одинаковых условиях углы закручивания замкнутого сечения будут в 300 раз меньше, чем у стержня с прорезью. Также распределения касательных напряжений будут существенно различаться, а деформация открытого профиля будет сопровождаться сильной депланацией.

Пример №1

Сравнить жесткость и прочность открытого и замкнутого круглого тонкостенного профиля при кручении (рис) для 
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Решение

Характеристики жесткости и прочности открытого профиля вычисляется по формулам 
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Характеристики жесткости и прочности замкнутого профиля вычисляется по формулам 
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Пример №2
Проверить выполнение условия прочности при кручении стержня двутаврового профиля и определить максимальный угол закручивания возникающий при этом
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Решение:

Момент сопротивления при кручении стержней открытого профиля определяется по формуле
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Тогда 
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 и условие прочности не выполнено.

Геометрическая характеристика жесткости сечения определяется по формуле 
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, а угол закручивания равен 
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. Такое большое значение угла означает плохую работу стержней тонкостенного открытого поперечного сечения на кручение.
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