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Примерный перечень экзаменационных вопросов

1. Энергетические методы определения перемещений

Линейно-упругие системы и их свойства

1.1 Потенциальная энергия разных видов деформаций стержня

а) растяжение-сжатие

Пусть отрезок стержня длиной 
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 при растяжении (сжатии) силой 
[image: image2.wmf]N

 удлиняется (укорачивается) на [image: image1.wmf]dz

величину 
[image: image3.wmf]dl

 (рис. 1.1) В рамках действия закона Гука сила возрастает пропорционально осевой деформации, поэтому работа этой силы равна площади графика 
[image: image4.wmf]dl
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 Удлинение (укорочение) стержня определяется формулой 
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 Тогда энергия, накопленная в стержне благодаря растяжению (сжатию), равна 
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. Полная энергия осевой деформации определяется интегрированием по длине стержня 
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Б) кручение

Пусть отрезок вала длиной 
[image: image8.wmf]dz

 при кручении моментом 
[image: image9.wmf].
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 получает угол закручивания 
[image: image10.wmf]j
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 (рис. 1.2).
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Поскольку момент возрастает пропорционально углу, то работа этого момента равна площади графика 
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. Угол закручивания определяется формулой 
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. Тогда энергия, накопленная в стержня благодаря кручению, равна 
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Интегрируя по длине стержня, получим полную энергию деформации, выраженную через крутящий момент или производную от угла закручивания 
[image: image14.wmf]ò
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В) изгиб

[image: image1006.jpg]


Работа изгибающего момента 
[image: image15.wmf]x
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 на угле 
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 равна площади треугольника (рис. 1.3) а 
[image: image17.wmf]dz

EI

M

d

x

x

x

=

j

, поэтому 
[image: image18.wmf]x

x

3

d

M

2

1

d

П

j

=

 а 
[image: image19.wmf]dz

EI

M

2

1

П

l

0

x

2

x

3

ò

=

.

г) сдвиг

Плотность энергии деформации в произвольной точке из-за сдвигов равна 
[image: image20.wmf]2
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. Тогда полная потенциальная энергия получается интегрированием по объему стержня 
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 учитывает неравномерность распределения напряжений 
[image: image23.wmf]t

 по сечению.

Для прямоугольника 
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, а для двутавра при изгибе в плоскости его стенки 
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 - площадь всего сечения двутавра, а 
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 - площадь стенки.

Суммарная потенциальная энергия равна 
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3

2

1

П

П

П

П

П

+

+

+

=

.

Пример. Определить соотношение энергии изгиба 
[image: image29.wmf]3
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 и сдвига 
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 для консольной балки прямоугольного сечения шириной 
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 и высотой 
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, загруженной на свободном конце сосредоточенной силой 
[image: image33.wmf]P
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Решение: Выражения для изгибающего момента и поперечной силы 
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Тогда 
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 при 
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Для 
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, поэтому энергией от сдвига при расчетах на изгиб, как правило, пренебрегают.

1.2 Теорема Кастильяно

Пусть упругая система статически нагружена произвольной нагрузкой 
[image: image42.wmf]Q

 и обобщенной силой 
[image: image43.wmf]P

. [image: image1008.jpg]


Перемещение точки приложения силы 
[image: image44.wmf]P

 по ее направлению и от ее действия будет 
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, а перемещение этой же точки под действием сил 
[image: image46.wmf]Q

 будет 
[image: image47.wmf]PQ
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. Полное перемещение данной точки имеет вид 
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 при этом потенциальная энергия упругой системы выразится формулой 
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 - энергия накопленнная в результате деформации системы только силами 
[image: image51.wmf]Q

 равная работе этих сил на соответствующих им перемещениям Так как 
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 Дифференцируя это выражение по силе 
[image: image54.wmf]P

, получим 
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Теорема Кастильяно: Обобщенное перемещение точки приложения обобщенной силы по направлению ее действия равно частной производной от потенциальной энергии по этой силе.

При этом вторая производная от потенциальной энергии по обобщенной силе равна 
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 перемещению от действия единичной силы и всегда больше нуля.

В общем случае потенциальная энергия системы имеет вид


[image: image57.wmf]dz
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 где 
[image: image58.wmf]L

 определяет периметр системы.

Дифференцируя по обобщенной силе 
[image: image59.wmf]P

, получим 
[image: image60.wmf]dz

P

Q

GF

Q

k

P

M

GI

M

P

N

EF

N

P

M

EI

M

P

П

L

y

y

.

кр

.

кр

x

x

x

P

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

=

D

r


В случае изгиба в одной главных плоскостей инерции, пренебрегая влиянием осевых и поперечных сил, получим 
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Если соответствующая определяемому перемещению обобщенная сила отсутствует, то ее вводят в виде фиктивной. После этого выражение потенциальной энергии дифференцируется по этой силе, а затем она приравнивается нулю.

1.4 Теорема Лагранжа

Если потенциальная энергия выражена как функция независимых перемещений 
[image: image62.wmf]n
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, то частная производная от потенциальной энергии по любому из перемещений равна действующей по направлению перемещения силе 
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1.3 Интеграл Максвелла-Мора

Теорема о взаимности работ (теорема Бетти) Возможная работа внешних (или внутренних) сил состояния 
[image: image64.wmf]i

 на перемещениях состояния 
[image: image65.wmf]j

 равна возможной работе внешних (или внутренних) сил состояния 
[image: image66.wmf]j

 на [image: image1009.jpg]


перемещениях состояния 
[image: image67.wmf]i

 (см рис) 
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 В частном случае 
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Интеграл Максвелла-Мора Пусть усилия, вызванные внешними нагрузками, обозначаются 
[image: image71.wmf]p

x

p

y

p

p

кр

p

y

p

x

Q

,

Q

,

N

,

M

,

M

,

M

, а усилия, вызванные единичной обобщенной силой (
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Используем теорему о взаимности работ, принимая в качестве возможного, определяемое перемещение 
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где интегрирование ведется по всему периметру системы (длине в случае расчета перемещений в балке). В случае определения перемещений при изгибе балок и рам чаще всего влиянием продольной деформации и сдвига на перемещения пренебрегают. Тогда выражение для перемещений имеет вид 
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Порядок определения перемещений с использованием интеграла Максвелла-Мора:

1) Строится вспомогательная система и загружается единичной обобщенной силой, совершающей работу на искомом перемещении (при определении линейного перемещения вводится единичная сила а при определении угла поворота – единичный момент);

2) Для каждого участка системы в грузовом и вспомогательном состоянии составляются выражения для всех внутренних усилий вносящих вклад в искомое перемещение (
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3) В рамках каждого из участков вычисляются интегралы Максвелла-Мора;

4) Если вычисленное перемещение имеет положительный знак, то это означает, что его направление совпадает с направлением единичной силы. Отрицательный знак означает, что действительное перемещение противоположно направлению единичной силы.

1.4 Способ Верещагина

[image: image1010.jpg]


Интеграл Максвелла-Мора вида 
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 в рамках какого-то участка системы, имеющего постоянную жесткость, 
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 удобно определять графоаналитическим способом, предложенным А.Н.Верещагиным.

Пусть 
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 - площадь эпюры 
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 от внешней нагрузки, 
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 - центр тяжести этой эпюры, 
[image: image85.wmf]С
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 - ордината эпюры от единичной нагрузки, взятая под центром тяжести грузовой эпюры (рис).

Тогда 
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Интеграл равен статическому моменту площади грузовой эпюры 
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Окончательно, 
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Порядок определения перемещений с использованием способа Верещагина

1) Исходная система разбивается на участки, где ее жесткость постоянна, а одна из эпюр (грузовая или вспомогательная линейна);

2) Определяется площадь (в общем случае нелинейной) эпюры 
[image: image92.wmf]W

 и положение ее центра тяжести 
[image: image93.wmf]c

z

;

3) Определяется ордината линейной эпюры, находящаяся под центром тяжести грузовой эпюры 
[image: image94.wmf]c

i

M

;

4) Сумма произведений площадей грузовых эпюр на ординаты вспомогательных эпюр, взятых под их центрами тяжестей, для всех участков системы, отнесенная к жесткости системы определит искомое перемещение;

Наиболее типичные виды перемножаемых эпюр
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а) Прямоугольник 
[image: image96.wmf]l
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б) Прямоугольный треугольник 
[image: image97.wmf]l
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в) Параболический треугольник 
[image: image98.wmf]l
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г) Парабола 
[image: image99.wmf]l
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Пример.

Для шарнирно-опертой балки загруженной сосредоточенной силой действующей посередине пролета определить прогиб посередине пролета и угол поворота на опоре тремя энергетическими методами

РИС

Решение:

а) Интеграл Максвелла-Мора 

Вводим два вспомогательных состояния: для определения прогиба – единичную силу, действующую посередине пролета, а для определения угла поворота – единичный момент, действующий на опоре, и строим эпюры грузового и вспомогательного состояния.

Выражения для грузовых и вспомогательных изгибающих моментов имеют вид:
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[image: image102.wmf]z
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Вычисляем прогиб посередине пролета, разбивая промежуток интегрирования на две части
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Вычисляем угол поворота аналогичным образом
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б) Теорема Кастильяно

В случае определения прогиба уже имеется сила совершающая работу на искомом перемещении

Выражение для изгибающего момента определяющего потенциальную энергию и производную от него по силе 
[image: image105.wmf]P

 имеет вид 

[image: image106.wmf])
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[image: image107.wmf])
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Выражение для прогиба имеет вид
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Для определения угла поворота вводим фиктивный момент 
[image: image109.wmf]0

m

 на опоре и записываем выражение для изгибающего момента и производной от него по 
[image: image110.wmf]0

m

 с учетом действия данного усилия
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[image: image112.wmf]z
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Определяем угол поворота приравнивая фиктивный момент нулю 
[image: image113.wmf]0
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в) Способ Верещагина

При определении прогиба разбиваем участок перемножения эпюр на два участка 
[image: image115.wmf]ú
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 в рамках перемножаемые эпюры линейны

Площадь грузовой эпюры равна 
[image: image116.wmf]16
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 а ордината вспомогательной эпюры №1 под ее центром тяжести равна 
[image: image117.wmf]6
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Прогиб посередине вследствие симметрии равен удвоенному произведению 
[image: image118.wmf]x
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Для определения угла поворота берем площадь грузовой эпюры которая линейна на всей длине балки и равна 
[image: image119.wmf]8
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 Ордината вспомогательной эпюры № 2 под ее центром тяжести равна 
[image: image120.wmf]2
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 В результате угол поворота на опоре равен 
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2. Раскрытие статической неопределимости стержневых систем

2.1 Метод сил и метод перемещений его канонические уравнения

Системы, в которых число связей больше количества уравнений равновесия для их определения, называются статически-неопределимыми

Усилия, соответствующие связям которые превышают количество уравнений, называются лишними неизвестными. Число лишних неизвестных определяет степень статической неопределимости. При расчете статически-неопределимых систем в качестве неизвестных принимаются силы (метод сил) или перемещения (метод перемещений).

Последовательность расчета по методу сил

1) Определяется степень статической неопределимости;

2) Удаляя лишние связи и вводя лишние неизвестные, заменяют исходную систему статически-определимой называемой основной системой. Таких систем может быть несколько при условии соблюдения их геометрически неизменяемости;

3) Основную систему нагружают заданными внешними силами и лишними неизвестными усилиями, заменяющими действие удаленных связей, в результате получая основную систему;

4) Для того чтобы исходная и основная системы были эквивалентны, неизвестные усилия должны равняться величинам, обеспечивающим отсутствие перемещений по направлению их действия. Составляются уравнения отсутствия перемещений, из которых определяются лишние неизвестные усилия;

5) После определения значений лишних неизвестных определение реакций и перемещений, построение эпюр внутренних усилий, подбор сечений и проверку прочности производят обычным образом;

Пример:

Пусть статически неопределимая балка загружена моментом. Основной системой является балка в которой удалена шарнирная опора, а лишней неизвестной будет являться вертикальная сила, введенная [image: image1011.jpg]


по направлению отброшенной опоры (рис. 2.1).

Уравнение, определяющее отсутствии перемещения в точке 1 под действием силы X и момента M будет


[image: image122.wmf]0
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. На основании принципа независимости действия сил 
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[image: image124.wmf]X
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 - перемещение от лишней неизвестной, а 
[image: image125.wmf]M
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 - перемещение от момента.

Обозначив перемещение от 
[image: image126.wmf]1
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 по ее направлению через 
[image: image127.wmf]11
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, получим 
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. Тогда уравнение перемещений примет вид 
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[image: image1012.jpg]


Для плоской рамы, имеющей две лишние связи, можно найти несколько основных систем, при этом расчет с использованием каждой из них будет приводить к одинаковому результату (рис 2.2). Основная система № 1 является более предпочтительной потому, что в ней все внутренние усилия могут быть определены без составления уравнений статического равновесия необходимых для определения реакций опор. В любом случае уравнения, определяющие отсутствие перемещений по направлению отброшенных связей, будут иметь вид
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Данная система называется системой канонических уравнений метода сил. Свободные члены 
[image: image132.wmf]iP

D

, определяющие перемещения под действием нагрузки и коэффициенты при лишних неизвестных 
[image: image133.wmf]ij

d

, определяющие перемещения под действием единичных сил в канонических уравнениях, определяются по способу Верещагина или с помощью интегралов Максвелла-Мора.

При расчете балок и рам сохраняются интегралы, учитывающие только изгибающие моменты, т.е. 
[image: image134.wmf]ò
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. Перемещения от единичных усилий по направлению их действия 
[image: image135.wmf]ò
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 всегда положительны, а перемещения, имеющие разные индексы 
[image: image136.wmf]ò
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, могут быть положительными, отрицательными или равными нулю. На основании теоремы о взаимности работ 
[image: image137.wmf]ji
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2.2 Пример РГР №4: Расчет плоской статически-неопределимой рамы методом сил

Для заданной статически-неопределимой рамы (рис. 2.3)

1) определить степень статической неопределимости;

2) выбрать две основные системы и соответствующие им лишние неизвестные 
[image: image138.wmf]2
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X

,

X

;

3) составить систему канонических уравнений в общем виде;

4) [image: image1013.jpg]y—



построить для выбранной основной системы эпюры изгибающих моментов от внешней нагрузки 
[image: image139.wmf]p
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 и от единичных сил 
[image: image140.wmf]2
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 отдельно;

5) вычислить значения коэффициентов при лишних неизвестных и свободных членов в канонических уравнениях, пользуясь способом Верещагина;

6) решить систему канонических уравнений и определить значение лишних неизвестных 
[image: image141.wmf]2
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 с проверкой подставляя решение в каждое уравнение;

7) построить эпюры изгибающих моментов для основной системы от найденных значений лишних неизвестных 
[image: image142.wmf]2
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;

8) построить методом наложения суммарную эпюру изгибающих моментов 
[image: image143.wmf]M

;

9) составить выражения для поперечных сил 
[image: image144.wmf]Q

 и продольных сил 
[image: image145.wmf]N

;

10) произвести статическую и деформационные проверки правильности построения эпюр;

Исходные данные 
[image: image146.wmf]const
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Решение.

1) Степень статической неопределимости (ССН) = 3+1+1-3=2 (три реактивных усилия в заделке и по одной вертикальной силе, возникающей на каждой из двух опор, минус три уравнения статического равновесия).

2) Выбор основной системы Основную систему № 1 получим, удалив две шарнирно-подвижные опоры и вводя вместо них две лишние неизвестные – вертикальные реакции.[image: image1014.jpg]7
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 Основную систему № 2 получим, преобразовав жесткую заделку в шарнирно-подвижную в вертикальном направлении опору, вводя в качестве лишних неизвестных изгибающий момент и вертикальную силу (рис. 2.4).

Для дальнейших расчетов будем использовать основную систему № 1, поскольку все эпюры внутренних усилий могут быть построены для нее без определения реактивных усилий, возникающих на опорах.

3) Система канонических уравнений для дважды статически-неопределимой рамы в общем виде имеет вид:
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4) Построение эпюр от единичных значений лишних неизвестных и внешней нагрузки:

Эпюры имеют вид, представленный на рис. 2.5
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5) Определение коэффициентов при лишних неизвестных и свободных членов
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На горизонтальных участках грузовая эпюра и эпюры от единичных усилий не пересекаются, следовательно, перемножение эпюр осуществляется только в рамках вертикального участка
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6) Решение системы канонических уравнений
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Подстановка найденных значений лишних неизвестных в систему уравнений подтверждает правильность их определения
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7) Построение эпюр от лишних неизвестных

Данные эпюры получим умножением эпюр от единичных усилий на найденные значения от лишних неизвестных (рис. 2.6)
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8) Суммарную эпюру изгибающих моментов получим наложением эпюры от заданной нагрузки и эпюр от лишних неизвестных. При этом значения изгибающего момента в узловых точках занесем в таблицу:
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По данным точкам строим эпюры внутренних усилий (рис. 2.7):
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9) Проверка правильности построения эпюр

а) статическая проверка: Вырежем из рамы произвольный участок, рассекая ее в точках 1,2,3,4 (рис. 2.8) - точки 1 и 4 расположены произвольно по длине рассекаемых участков, а точки 2 и 3 посередине этих участков) и определим внутренние усилия, действующие в точках рассечения из построенных эпюр внутренних усилий:
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Проверим выполнение уравнений статического равновесия для вырезанного участка рамы
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Сумма моментов всех ненулевых внутренних усилий относительно произвольной точки (например, точки 2)
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б) деформационные проверки
Определим перемещения по направлению действия лишних неизвестных (они должны быть равны нулю) перемножением суммарной эпюры изгибающих моментов на эпюры от найденных значений лишних неизвестных, причем площади возьмем для эпюр от лишних неизвестных (рис. 2.5 и 2.6):
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Проверки подтвердили правильность построения эпюр.

Пример. Для заданной рамы проверить деформационную проверку правильности построения эпюры изгибающих моментов (рис. 2.9 а, б).

Решение:
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Основную систему получим, отбросив в исходной системе подвижный шарнир и вводя единичную силу, действующую вертикально вверх (рис 2.9 в). Эпюра во вспомогательном состоянии имеет вид (рис 2.9 г). Деформационная проверка означает проверку отсутствия перемещения по направлению лишних связей. Определим это перемещение перемножением суммарной и вспомогательной эпюр
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Точка пересечения эпюры суммарных моментов оси вертикального стержня была получена из соотношения 
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 (от верхнего конца стержня).
2.3 Теорема о трех моментах

Балки, лежащие более чем на двух опорах, называются неразрезными. Число лишних связей и реакций в неразрезной балке равно числу промежуточных опор (точнее больше этого числа на количество жестких заделок при их наличии). Выбор в качестве лишних неизвестных опорных реакций приводит к громоздким вычислениям, поскольку уравнения, выражающие отсутствие перемещений на промежуточных опорах содержали бы сразу все неизвестные.
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В случае выбора в качестве лишних неизвестных опорных моментов основной системой будет система однопролетных балок, соединенных на опорах шарнирами. Эквивалентная система будет представлять из себя ряд простых шарнирно-опертых балок, нагруженных заданной нагрузкой и неизвестными изгибающими моментами на опорах (рис.2.10). Дополнительное уравнение перемещений для каждой из промежуточных опор должно выражать условие равенства нулю взаимного угла поворота опорных сечений смежных балок. Поскольку каждая из двух опорных балок в основной системе может поворачиваться на некоторые углы 
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 (рис. 2.11) 

Так как основная система представляет из себя систему несвязанных между собой балок то взаимный угол поворота на 
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-ой опоре 
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 зависит только от нагрузок, действующих в рамках примыкающих к ней пролетов 
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 - углы поворота на 
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-ой опоре от единичных моментов 
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 соответственно, а 
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 - угол поворота на этой опоре от нагрузке действующей на двух примыкающих пролетах.

Пусть площади эпюр от нагрузок координаты их центров тяжестей и жесткости балки на пролете 
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Подставляя найденные значения в выражение для взаимного угла поворота, получим
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Для балок постоянной жесткости 
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 уравнение трех моментов имеет вид
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При расчете составляется столько уравнений трех моментов, сколько имеется промежуточных опор Уравнение для второй и предпоследней опор будут содержать только два момента

Частные случаи – один из концов балки представляет

А) жесткую заделку – на этом конце вводят промежуточную опору а в сторону заделки вводят фиктивный пролет (имеющей нулевую длину) и для этой опоры составляется уравнение трех моментов

Б) свободный конец – вся нагрузка действующая в рамках пролета балки вплоть до ближайшей опоры приводится к изгибающему моменту действующему на этой опоре

После определения неизвестных моментов 
[image: image192.wmf]i

M

 определяются реакции на промежуточных опорах из уравнений равновесия каждой из шарнирно-опертых балок

2.4 Пример выполнения РГР№ 5 Расчет неразрезной балки по уравнениям трех моментов

Вариант № 25

Для заданной неразрезной балки (рис. 2.12) при 
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определить степень статической неопределимости (ССН)

1) изобразить основную систему

2) определить углы поворота опорных сечений 
[image: image194.wmf]лев

n
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 и 
[image: image195.wmf]прав

n
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 для отдельных пролетов от заданной нагрузки

3) составить систему уравнений трех моментов и найти значения опорных моментов на промежуточных опорах

4) определить значения опорных реакций

5) построить эпюры поперечных сил 
[image: image196.wmf]Q

 и изгибающих моментов 
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6) определить величину наибольшего изгибающего момента и поперечной силы в каждом пролете

7) подобрать поперечное сечение из двутавровых профилей по ГОСТу при 
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 с проверкой выполнения условия прочности по касательным напряжениям при 
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8) по эпюре изгибающих моментов дать приближенной очертание изогнутой оси

1) ССН=3+1+1-3=2 (три неизвестных в заделке и по одной неизвестной реакции на каждой из опор минус три уравнения равновесия для их определения)

2) При построении основной системы жесткая заделка была заменена на шарнирную опору 1 и в ее сторону был добавлен фиктивный пролет 
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 Свободный конец был заменен на момент 
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 действующий на опоре 3 

3) Определяем углы поворота отдельно от каждой из нагрузок для каждой опоры При этом момент на второй опоре отнесем ко второму пролету Угол поворота будет считаться положительным если он направлен по часовой стрелке

Для опоры № 1
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Для опоры № 2
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 EMBED Equation.3  [image: image205.wmf]EI
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4) Составляем уравнения трех моментов для каждой из опор

Для опоры № 1 (n=1)
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Для опоры № 2 (n=2)
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Подставляя найденные значения углов и учитывая что 
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 окончательно получим следующую систему линейных алгебраических уравнений
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Решение данной системы 
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5) Определение опорных реакций

Рассмотрим уравнения равновесия отдельных статически-определимых шарнирно-опертых балок

Изображаем все внешние силы и найденные моменты действующие на первый ненулевой пролет (рис 213)
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Реакция 
[image: image214.wmf]лев

2

R

 представляет из себя часть целой реакции действующей на второй опоре приходящей на нее с левого пролета

Изображаем все внешние силы и найденные моменты действующие на второй пролет причем сохраняем свободный конец балки (рис 214)
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Окончательно 
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6) Выражения дли изгибающих моментов и поперечных сил для все балки

Совмещаем начало координат с жесткой заделкой

А) по участкам 

Б) в одну строку
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Заносим значения внутренних силовых факторов в начале и в конце каждого из участков в таблицу
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По полученным точкам строим эпюры (рис 215)
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7) Наибольшее значение поперечной силы и изгибающего момента в каждом пролете
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8) Подбор поперечного сечения

Условие прочности по нормальным напряжениям
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Ближайшим профилем оказывается двутавр № 36 у которого 
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Проверяем выполнение условия прочности по касательным напряжениям


[image: image226.wmf]Þ

=

t

£

=

×

=

×

×

×

×

×

×

=

×

×

=

t

-

-

-

МПа

100

]

[

МПа

1

,

43

Па

10

431

,

0

10

5

,

7

10

13380

10

423

10

23

,

102

s

I

S

|

Q

|

|

|

8

3

8

6

3

x

x

max

y


условие прочности по касательным напряжениям выполнено

9) Приближенное очертание изогнутой оси показано на рис 215 Изогнутая ось проходит через промежуточный опоры при этом в двух точках, где изгибающий момент меняет знак имеются точки перегиба

Пример. Для заданной эпюре изгибающих моментов указать нагрузку очертание упругой линии и определить момент 
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 по теореме о 3-х моментах

Решение:

_________________________________________________________________________________

2.5 Метод сравнения деформаций

Данный метод используется для раскрытия статической неопределимости

Пример Определить реакцию возникающую на шарнирной опоре балки (рис 2 16)

Решение  Реакцию возникающую на опоре определим из условия отсутствия суммарного перемещения на опоре Отбрасываем опору и заменяем ее на сосредоточенную силу 
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 Строим грузовую и вспомогательную эпюры (2 16) Перемещение от нагрузки равно 
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3. Расчет конструкций по предельному состоянию

Практический интерес представляет определение предельной нагрузки, которую может выдержать конструкция, поскольку достижение предела текучести в отдельных элементах и слоях материала еще не означает разрушения. Другие слои материала или элементы конструкции могут находиться в упругой стадии, что сдерживает неограниченной деформирование.
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Для упрощения материал считается идеально упруго пластическим. Его диаграмма деформирования, построенная в координатах относительная деформация – нормальное напряжение (диаграмма Прандтля рис 1) представляет из себя линейную зависимость до предела текучести, а по достижению этого значения материал неограниченно деформируется при постоянном напряжении 
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3.1 Определение предельной нагрузки для статически-определимой системы при изгибе

Для шарнирно-опертой балки, загруженной сосредоточенной силой, действующей посередине пролета (рис 1) наибольший изгибающий момент равен 
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. Значение силы, соответствующее появлению напряжений, равных пределу текучести в крайних волокнах посередине пролета, будет равно 
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. При этом напряжения в волокнах, расположенных ближе к нейтральной оси, а также в волокнах вне опасного сечения будут еще меньше 
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, т.е. эти волокна находятся в упругой стадии деформирования. Данный момент соответствует концу упругой стадии деформирования системы (рис 21). Разрушения конструкции при этом не происходит, поскольку неограниченная пластическая деформация крайних волокон сдерживается другими волокнами. При дальнейшем увеличении нагрузки в опасном сечении зона пластического деформирования распространяется вглубь к нейтральной оси, также как и крайние волокна, близлежащих к опасному сечений, переходят в пластическую стадию. Данный процесс соответствует упруго-пластической стадии деформирования (рис 22). Заканчивается эта стадия, тогда когда все напряжения в опасном сечении становятся равными 
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. В этом выражении вся область интегрирования 
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 определим из условия равенства суммарного момента от нормальных напряжений в опасном сечении заданному моменту от нагрузки 
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где 
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 - статические моменты площадей 
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Введем новую геометрическую характеристику поперечного сечения 
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), которая называется пластическим моментом сопротивления. Тогда предельная нагрузка равна 
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Отношение 
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 называется коэффициентом формы поперечного сечения, зависит только от его геометрии 
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 и определяет во сколько раз можно увеличить нагрузку при доведении системы до предельного состояния.

Коэффициент формы для простейших сечений:

Прямоугольник со сторонами 
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 и 
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Круг диаметром 
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3.2 Определение предельной нагрузки для статически-неопределимой системы при изгибе

Для статически-неопределимой системы (рис) эпюра изгибающих моментов имеет вид, показанной на рис, при этом опасное сечение имеет место в сечении, где приложена сила. При этом 
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 и нагрузка, соответствующая появлению напряжений равных пределу текучести в крайних волокнах опасного сечения, равна 
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. Дальнейшее увеличение нагрузки приводит к распространению пластических деформаций вглубь опасного сечения вплоть до образования в этом сечении пластического шарнира. В этом случае изгибающий момент равен 
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 и система превращается в статически-определимую. Если нагрузку увеличивать, то в дальнейшем конструкция будет деформироваться до тех пор, пока и на промежуточный опоре (где действует второй наибольший по абсолютному значению момент) не возникнет пластический шарнир и балка не превратиться в механизм. В этом случае точка, где приложена сила сможет перемещаться по вертикали при неизменной силе. Значение предельной нагрузки возможно определить из уравнения равновесия 
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Таким образом, с момента появления напряжений равных пределу текучести до полного исчерпания балкой несущей способности нагрузку можно увеличить в 
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3.3 Определение предельной нагрузки для статически-неопределимой системы при растяжении

Рассмотрим статически-неопределимую систему, состоящую из трех стержней, соединенных в шарнире, в котором приложена сосредоточенная вертикальная сила. Значения напряжений при решении в упругой стадии деформирования уже были найдена ранее (см 3222) и при 
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. Средний стержень первым переходит в состояние текучести, при этом соответствующая нагрузка равна 
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 однако его неограниченная деформация будет сдерживаться крайними стержнями напряжения в которых при этом будут равны 
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При дальнейшем увеличении нагрузки усилие в среднем стержне возрастать больше не будет и останется равным 
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Предельное состояние наступит тогда, когда и в крайних стержнях напряжения станут равными пределу текучести 
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Относительное увеличение нагрузки до разрушения с момента появления пластических деформаций в среднем стержне составит 
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Выводы:

1) Предельное состояние соответствует переходу системы из деформируемого состояния в состояние механизма, т.е. способности перемещаться при постоянной нагрузке;

2) Для статически-неопределимых систем образование одного пластического шарнира не означает достижение предельного состояния, т.е. разрушения;

3) Образование пластического шарнира соответствует снижению степени статической неопределимости на единицу;

4 Исследование напряженного и деформированного состояния тела в точке

4.1 Одноосное напряженное состояние

Напряженным состоянием тела в точке называют совокупность напряжений действующих по всевозможным площадкам проведенным через эту точку Площадки на которых отсутствуют касательные напряжения называются главными (
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Пусть стержень подвергается растяжению напряжениями 
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 (рис)

Проведем в произвольной точке по длине стержня сечение наклоненное под углом 
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 к поперечному сечению и определим действующее в этом сечении полное напряжение 
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Сумма всех сил на ось стержня 
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Нормальное и касательное напряжения действующие в этой площадке равны
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1) нормальные напряжения достигают экстремальных значений на двух взаимно-перпендикулярных площадках (в продольных и поперечных сечениях), а касательные напряжения на этих площадках равны нулю – соответствующие площадки и нормальные напряжения являются главными.

2) касательные напряжения экстремальны на двух взаимно-перпендикулярных площадках, равнонаклоненных к поперечным сечениям.

4.2 Плоское напряженное состояние

Выделим из нагруженного тела треугольную призму единичной толщины с наклонной площадкой 
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расположенной под углом 
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 к вертикальной плоскости (рис)
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Составим уравнения равновесия на нормальное и касательное направления к наклонной площадке
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Учитывая что площади вертикальной и горизонтальной граней равны 
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Сумма нормальных напряжений на двух взаимно перпендикулярных площадках постоянна 
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Определим угол для которого нормальные напряжения достигают экстремальных значений из условия равенства нулю производной
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При подстановке данного значения угла в выражение для нормальных напряжений получим
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При любых значениях напряжений 
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 в данной точке существуют грани на которых действуют только нормальные напряжения

Пусть начальные оси совпадают с направлением главных осей те 
[image: image302.wmf]0

,

,

zy

2

y

1

z

=

t

s

=

s

s

=

s


Угол 
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 отсчитывается теперь от направления напряжения 
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Отсюда следует что экстремальные касательные напряжения возникают при 
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 или для произвольных напряжений 
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Экстремальные касательные напряжения действуют на площадках равнонаклоненных к главным и равны полуразности главных напряжений

Нормальные напряжения на площадках с экстремальными касательными напряжениями равны
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Если на перпендикулярных площадках действуют равные растягивающие и сжимающие напряжения 
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Такое напряженное состояние называется чистым сдвигом а соответствующие площадки – площадками чистого сдвига

[image: image1021.jpg]HexofHAdcHCTeMa  ocH. cHcTemall 1 ocH. creTeMa e 2




Пусть в формулах для напряжений 
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Данные равенства являются параметрическими уравнениями окружности радиуса 
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 построенной в координатах 
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 которая называется кругом Мора или кругом напряжений Каждой наклоненной под углом 
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 площадке на окружности соответствует изображающая точка 
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Если известны главные напряжения 
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 то круг напряжений строится по точкам 1 и 2

Луч 
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 проведенный под углом 
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 определяет изображающую точку 
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 Если известны две изображающие точки 
[image: image326.wmf])

,

(

К

yz

z

1

t

s

 и 
[image: image327.wmf])

,

(

К

zy

y

2

t

s

 то соединив их получим центр круга определив положение которого строится и сама круговая диаграмма

Пример Найти нормальные и касательные, главные напряжения и положение главных площадок для точек 1 2 3 балки прямоугольного сечения (рис) при 
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Решение

Для точек 123 
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Нормальные напряжения определяются по формуле 
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для точки 1 
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для точки 2 
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для точки 3 
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Ненулевые главные напряжения для плоского напряженного состояния вычисляются по формуле 
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для точки 1 
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для точки 2 
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для точки 3 
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Положение главных площадок определяется по формуле 
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Для точки 1 
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Для точки 2 
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Для точки 1 
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4.3 Объемное напряженное состояние
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В общем случае действующие на гранях элементарного параллелепипеда напряжения объединяются в тензор напряжений 
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 которой симметричен относительно главной диагонали потому что по закону о парности касательных напряжений 
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Пусть наклон произвольной из главных площадок известен Проведя сечение параллельное этой площадке получим элементарный тетраэдр Составим уравнения равновесия всех сил на оси координат при этом направляющие косинусы нормали 
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 к площадке обозначим как 
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 Если площадь наклонной грани 
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 то площади остальных граней тетраэдра будут равны 
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 Пусть единственное действующее на наклонной грани нормальное напряжение будет равно 
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 тогда уравнения равновесия на оси запишутся в виде
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Данная однородная система линейных алгебраических уравнений относительно 
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 и все три одновременно в нуль обращаться не могут

В этом случае основной определитель системы уравнений должен быть равен нулю 
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Раскрывая определитель, получим кубическое уравнение 
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Коэффициентами в кубическом уравнении будут величины


[image: image361.wmf];

I

3

2

1

z

y

x

1

s

+

s

+

s

=

s

+

s

+

s

=
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которые называются первым вторым и третьим инвариантами тензора напряжений Они не зависят от выбора начала координат поскольку для любых исходных площадках кубическое уравнение определяет одинаковые главные напряжения 
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  Решая которое получим три главных напряжения 
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Тензор напряжений в главных напряжениях имеет ненулевые координаты только на главной диагонали 
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Для определения направляющих косинусов главных площадок 
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 Далее вычеркивая произвольное уравнение и разделив на произвольный направляющий косинус получим систему из двух уравнений относительно двух отношений (допустим 
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которая совместно с условием 
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 позволяет определить абсолютные значения косинусов
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Графоаналитический способ анализа напряженного состояния производится при построении трех кругов напряжений по точкам 
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В случае если 
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 три круга вырождаются в точку В этом случае касательные напряжения отсутствуют а нормальные напряжения равны 
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 при этом любая площадка является главной Такое напряженное состояние испытывает тело находящееся под действием гидростатического давления

Упростить до плоского

Пример 

Для тензора напряжений 
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 заданного в точке деформированного тела определить главные напряжения положение главных площадок построить круги Мора и определить нормальное и касательные напряжения в площадке с нормалью 
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Решение 

Определяем инварианты тензора напряжений
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Решением уравнения 
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Проверка правильности определения главных напряжений

Инварианты тензора напряжений не изменяются при переходе к главным осям


[image: image387.wmf]13760000

)

76

,

418

(

59

,

104

17

,

314

I

,

142500

)

76

,

418

(

59

,

104

)

76

,

418

(

17

,

314

59

,

104

17

,

314

I

,

0

76

,

418

59

,

104

17

,

314

I

3

2

1

3

3

2

3

1

2

1

2

3

2

1

1

-

=

-

×

×

=

s

s

s

=

-

=

-

×

+

-

×

+

×

=

s

s

+

s

s

+

s

s

=

=

-

+

=

s

+

s

+

s

=


Наибольшими касательными напряжениями действующими в каждой из пар площадок будут
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Положение главных площадок по отношению к исходным осям определим из системы уравнений
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в которую последовательно подставляются 
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 Поскольку данная однородная система уравнений имеет ненулевое решение то одно из уравнений можно исключить из системы (например третье) и разделить оставшиеся два уравнения на 
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Тогда получим следующую неоднородную систему из двух уравнений
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Определяем радиусы 
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 EMBED Equation.3  [image: image409.wmf](
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По найденным значениям главных напряжений строим круги Мора и определяем их центры (рис) Из центров кругов откладываем радиусы 
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 (рис) и проводим окружности Их пересечение определит точку 
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 координаты которой дадут нормальное и касательное напряжения в искомой точке

4.4 Деформированное состояние в точке

Совокупность относительных удлинений и углов сдвига для всевозможных направлений осей проведенных через данную точку называется деформированным состоянием в точке

Выделим бесконечно малый элемент со сторонами 
[image: image413.wmf]dy

,

dx

 и обозначим его деформации Это будут относительные линейные деформации 
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 и угол сдвига 
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 Деформации в трех ортогональных плоскостях можно объединить в тензор деформаций 
[image: image416.wmf]÷
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Аналогично напряженному состоянию можно в точке найти такие три ортогональные направления для которых углы сдвига равны нулю а удлинения 
[image: image417.wmf]3
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 являются таковыми что 
[image: image418.wmf]3
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 и 
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 имеют минимальное и максимальное значения в данной точке

Деформации 
[image: image420.wmf]3
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 в направлениях для которых отсутствуют углы сдвига называются главными деформациями в точке Тензор деформаций для главных направлений имеет диагональный вид 
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И обобщен закон Гука

Зависимость между модулями упругости при растяжении и при сдвиге

Диагональ 
[image: image422.wmf]AC

 является волокном материала растягиваемым напряжением 
[image: image423.wmf]1
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 и сжимаемое напряжением 
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 в поперечном направлении В этом случае его удлинение 
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 определяется модулем продольной упругости 
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 Также данное удлинение является следствием деформации сдвига и поэтому зависит при напряжении 
[image: image427.wmf]t

 от модуля сдвига 
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 Это означает что модули 
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 и 
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 не являются независимыми друг от друга

Удлинение диагонали 
[image: image431.wmf]AC

 из-за сдвига равно 
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 Поскольку 
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В соответствии с обобщенным законом Гука 
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E

s

s

2

1

1

s

m

-

s

=

D

=

e

 Подставив 
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Сравнивая выражения для удлинения получим 
[image: image440.wmf])
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Изменение объема материала при деформации

Пусть размеры сторон элементарного параллелепипеда равны 
[image: image441.wmf]dz
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 После деформации эти размеры равны 
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 Если начальный и конечный объемы параллелепипеда равны 
[image: image443.wmf]0
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 соответственно то абсолютное изменение его объема равно 
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Отношения в скобках представляют из себя относительные удлинения 
[image: image446.wmf]dz
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Тогда выражение для изменения объема принимает вид 
[image: image447.wmf])
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Произведения в этом выражении в силу малости деформаций можно пренебречь Тогда 
[image: image448.wmf])
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Относительное изменение объема определяется по формуле 
[image: image449.wmf]z
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 которая действительна и для упругих и для упругопластических деформаций

Используя связь деформаций с напряжениями по обобщенному закону Гука получим выражение относительного изменения объема через нормальные напряжения 
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Для всестороннего гидростатического сжатия 
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 откуда следует что коэффициент Пуассона не может быть больше 0,5 В противном случае при всестороннем сжатии тело не уменьшалось а увеличивалось бы в объеме

5 Критерии прочности и пластичности

При простом напряженном состоянии (одноосное растяжение-сжатие) наступление предельного состояния соответствует достижению максимальных действующих напряжений в конструкции допускаемых напряжений значение которых нормируется в результате испытаний при данном виде деформаций

Для сложных видов напряженных состояний испытания по определению опасных напряжений как правило осуществить не удается Поэтому при таких расчетах устанавливается мера напряженного состояния при достижении которой происходит переход от упругого состояния к предельному

Два напряженных состояния называются равноопасными если коэффициенты запаса для них одинаковы В качестве состояния с которым осуществляется сравнение берется наиболее простое в реализации на практике (одноосное растяжение-сжатие) Такое напряженное состояние называется эквивалентным Значение напряжения 
[image: image453.wmf]экв
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 при котором образец материала в условиях одноосного напряженного состояния оказывается в равноопасном состоянии с рассматриваемым сложным напряженном состоянии называется эквивалентным напряжением

Произвольное напряженное состояние характеризуется главными напряжениями 
[image: image454.wmf]3
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 Эквивалентные напряжения выражаются как функция главных напряжений 
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 Наступление предельного состояния записывается также как и при одноосном напряженном состоянии приравниванием эквивалентных напряжений являющихся функцией главных напряжений к опасным 
[image: image456.wmf]оп
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 где 
[image: image457.wmf]оп
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 - опасное напряжение определенное для простого напряженного состояния те это либо предел текучести либо временное сопротивление Условие прочности при сложном напряженном состоянии имеет вид 
[image: image458.wmf][
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51 Критерии прочности и пластичности

Первая теория прочности (критерий наибольших нормальных напряжений) предельное состояние наступает тогда когда наибольшие нормальные напряжения достигают опасных значений 
[image: image459.wmf]оп
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Теория наибольших нормальных напряжений не получила экспериментального подтверждения

Вторая теория прочности (критерий наибольших относительных удлинений, критерий Треска) предельное состояние наступает тогда когда наибольшее удлинение достигает предельного значения равного относительному удлинению при одноосном растяжении 
[image: image460.wmf][
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 где 
[image: image461.wmf]1
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 - наибольшее относительное удлинение соответствующее рассматриваемому напряженному состоянию 
[image: image462.wmf]оп
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 - предельное значение относительного удлинения определяемое из опытов при одноосном растяжении 
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В случае плоского напряженного состояния 
[image: image464.wmf]оп
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 или выразив главные напряжения через 
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Теория наибольших относительных удлинений не получила экспериментального подтверждения

Третья теория прочности – критерий пластичности (критерий наибольших касательных напряжений) предельное состояние наступает тогда когда максимальное касетльное напряжение достигает предельных значений те 
[image: image468.wmf]2

2

оп

3

1

max

s

=

s

-

s

=

t

 или 
[image: image469.wmf]оп

3

1

экв

s

=

s

-

s

=

s

 Для случая плоского напряженного состояния одно из главных напряжений равно нулю Тогда для произвольных напряжений 
[image: image470.wmf]s

 и 
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 условие можно переписать в виде 
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Преимуществом данного критерия является экспериментальная подтверждаемость а недостатком – отсутствие учета второго главного напряжения 
[image: image473.wmf]2
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Четвертая теория прочности (энергетическая теория пластичности, критерий Мизеса) при возникновении пластических деформаций предельного значения достигает та часть удельной потенциальной энергии которая обусловлена изменением формы

Удельная потенциальная энергия изменения формы равна 
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 является потенциальной энергией 
[image: image476.wmf])
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 Последняя формула получается если в выражении для 
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 принять что 
[image: image478.wmf]0

3

2

1

s

=

s

=

s

=

s

 и 
[image: image479.wmf]0

3

2

1

e

=

e

=

e

=

e

 где 
[image: image480.wmf]0

s

 и 
[image: image481.wmf]0

e

 - средние значения напряжений и деформаций определяемые по формулам 
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 После подстановки выражений для главных деформаций через главные напряжения получим 
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При одноосном растяжении-сжатии 
[image: image485.wmf]оп
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 и появлению пластических деформаций будет соответствовать равенство 
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 Принимая эту величину за константу материала получаем соотношение 
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 Это же выражение полученное для неглавных напряжений имеет вид 
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 Для плоского напряженного состояния при 
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 условие принимает вид 
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Данная теория хорошо подтверждается экспериментально

Пример

Определить какое из напряженных состояний (НС) является более опасным при 
[image: image493.wmf]33
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 (рис)

[image: image1026.jpg]



Решение

Для заданной точки показанные на рисунке напряжения являются главными при этом

а) 
[image: image494.wmf]800

,

900

,

1000

3

2

1

=

s

=

s

=

s


б) 
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По I-ой теории прочности 
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 Первое НС является более опасным

По II-ой теории прочности 
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а) 
[image: image500.wmf]439
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 Первое НС является более опасным
По III-ой теории прочности 
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а) 
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 Второе НС является более опасным
По IV-ой теории прочности 
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а) 
[image: image506.wmf]173
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 Второе НС является более опасным

11 Сложное сопротивление

111 Совместный изгиб и кручение

Совместное действие изгиба и кручения является наиболее характерным случаем нагружения валов В этом случае в поперечных сечениях присутствую пять компонент внутренних усилий 
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 При расчете валов строят эпюры изгибающих моментов 
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 результирующего момента 
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 и крутящего момента 
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 и устанавливают опасное сечение Далее определяют нормальные и касательные напряжения в опасных точках сечения 
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[image: image513.wmf]r

=

t

W

M

кр

max

 Главные напряжения в наиболее опасной точке будут 
[image: image514.wmf];
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Пример. Для пространственного стержня (рис)

1) построить эпюры внутренних усилий

2) подобрать на каждом из участков поперечное сечение в форме сплошного круга

3) вычислить линейное перемещение в направлении действия сосредоточенной силы с помощью интеграла Максвелла-Мора с учетом деформаций от изгиба и кручения.

[image: image1027.jpg]


Исходные данные 
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[image: image516.wmf][
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Закончить + рисунки

5.2 Пример выполнения РГР № 6 Определение толщины тонкостенной трубы при сложной деформации

Вариант № 50
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Для заданной тонкостенной трубы (рис)

1) Найти нормальные и касательные напряжения в поперечном и продольных сечениях от каждого внешнего силового фактора в функции толщины трубы 
[image: image517.wmf]h

;

2) Установить наиболее напряженное сечение и выделить в 4-х точках этого сечения элементарные параллелепипеды плоскостями перпендикулярными оси трубы радиусу и касательной к нему;

3) Для каждого выделенного элемента:

а) вычислить компоненты нормальных и касательных напряжений как функции 
[image: image518.wmf]h

 и показать их на чертеже;

б) определить аналитически и при помощи кругов МОРА главные напряжения 
[image: image519.wmf]3

2

1
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s

s

s

 и указать площадки их действия (на выделенных элем тентах);

в) найти эквивалентные напряжения по гипотезам пластичности наибольших касательных напряжений и потенциальной энергии формоизменения;

г) из условия наибольшей потенциальной энергии формоизменения (IV-ый критерий пластичности) найти толщину стенки трубы 
[image: image520.wmf]h

;

д) вычислить компоненты нормальных и касательных напряжений по исходным и главным площадкам;

4) Для наиболее напряженной точки трубы:

а) найти наибольшие касательные напряжения и указать площадки их действия;

б) найти относительные удлинения 
[image: image521.wmf]r
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 и углы сдвигов 
[image: image522.wmf]r
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g

. Показать на чертеже деформированный параллелепипед;

в) найти относительные деформации по главным направлениям;

Начальные данные 
[image: image523.wmf][

]

МПа

240

,

м

1

e

,

см

20

D

,

м

1

a

,

м

2

l

,

МПа

2

q

,

кН

5

P

=

s

=

=

=

=

=

=

, 
[image: image524.wmf]3

,

0

,

ГПа

80

G

,

ГПа

200

E

=

m

=

=

.

Решение:

Для тонкостенного сечения толщиной 
[image: image525.wmf]h

 и средним диаметром 
[image: image526.wmf]D

 геометрические характеристики могут быть вычислены по следующим формулам:

- 
[image: image527.wmf]Dh
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 (площадь поперечного сечения);

- 
[image: image528.wmf]8
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 (осевые моменты инерции);

- 
[image: image529.wmf]4
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 (моменты сопротивления при изгибе);

- 
[image: image530.wmf]4
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 (полярный момент инерции);

- 
[image: image531.wmf]2
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 (момент сопротивления при кручении);

- 
[image: image532.wmf]2
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отс
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 (статический момент полусечения относительно центральной оси);

1 Равномерно распределенное давление вызывает растяжение трубы вдоль ее оси 
[image: image533.wmf]z

, при этом напряжения направленные по оси трубы равны 
[image: image534.wmf]h
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, а также окружные нормальные напряжения, направленные по касательной к окружности 
[image: image535.wmf]h
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. Внутреннее давление в любой точке стенки трубы вызывает одинаковое плоское напряженное состояние.

Сила 
[image: image536.wmf]P

, приложенная с эксцентриситетом 
[image: image537.wmf]e

, вызывает кручение трубы, изгиб ее в горизонтальной плоскости 
[image: image538.wmf]XOZ

 и сдвиг вдоль оси 
[image: image539.wmf]X

, а сосредоточенная сила 
[image: image540.wmf]P
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 - изгиб в вертикальной плоскости 
[image: image541.wmf]YOZ

 и сдвиг вдоль оси 
[image: image542.wmf]Y

.

Выражения для всех внутренних усилий имеют вид (совмещая начало координат с заделкой)
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На рис. показаны эпюры всех внутренних усилий. Очевидно, что опасным будет сечение у заделки, где изгибающий момент достигает максимума. Выберем в этом сечении четыре точки, расположенные на пересечении координатных осей с внешней поверхностью трубы и в окрестностях этих точек выделим элементарные параллелепипеды, ориентированные по осям трубы. Определим значения и направления действия нормальных и касательных напряжений, действующих в площадках элементов.

Нормальные напряжения, действующие на гранях элементов, изначально изобразим растягивающими, а реальные направления учтем с помощью знаков (рис):

[image: image545.jpg]



Точка 1

Площадка, перпендикулярная оси 
[image: image546.wmf]y

, совпадает с внешней поверхностью, поэтому напряжения в ней отсутствуют. Напряжения 
[image: image547.wmf]x

s

 определяются только действием давления 
[image: image548.wmf]q
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Напряжение 
[image: image550.wmf]z

s

 определяются действием давления 
[image: image551.wmf]q

 и изгибающего момента 
[image: image552.wmf]x

M

, а от момента 
[image: image553.wmf]y
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 равны нулю (от момента 
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 напряжения отрицательны)
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Напряжение 
[image: image556.wmf]zx

t

 определяется 
[image: image557.wmf]кр
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 и 
[image: image558.wmf]x

Q

 От обоих факторов напряжения будут отрицательными
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Точка 2
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Точка 3
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Точка 4
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Определяем главные напряжения для каждой точки для случая плоского напряженного состояния площадки их действия, а также зквивалентные напряжения по III-ей и IV-ой теории пластичности:

а) аналитически
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Точка 1
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10

87

,

2

,

h

10

22

,

3

,

2

,

18

,

Па

h

10

05

,

9

,

Па

h

10

31

,

2

5

IV

экв

5

III

экв

5

2

5

1

×

=

s

×

=

s

=

a

×

-

=

s

×

=

s

o

;

Точка 2
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Точка 3
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Точка 4
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б) с помощью кругов Мора

Строим круги Мора по паре точек 
[image: image576.wmf])
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 а положение главных площадок по отношению к исходным определяем по углу наклона диаметра круга соединяющего точки 
[image: image580.wmf]1
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 и 
[image: image581.wmf]2
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Наиболее опасной является точка 1: Определяем минимально-необходимую толщину стенки из условия прочности 
[image: image583.wmf][
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Определяем размерные значения всех напряжений и заносим их в таблицу

	№ точки
	Напряжения, [МПа]
	Главные напряжения, МПа
	Положение

главных

площадок
	Эквивалентные напряжения

	
	Поперечное сечение
	Продольно-радиальное сечение
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, МПа

	1
	-49,3
	-79,6
	166,7
	-79,6
	192,5
	0
	-75,4
	18,2
	239,6

	2
	166,7
	69,6
	216,0
	69,6
	265,1
	117,5
	0
	35,2
	230,2

	3
	216
	-53,1
	166,7
	-53,1
	249,8
	132,8
	0
	-32,5
	216,5

	4
	49,3
	63,0
	166,7
	63,0
	194,1
	21,9
	0
	-23,5
	184,1


Наибольшие касательные напряжения для наиболее напряженной точки 1 равны 
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, которое действует в площадках, наклоненных под углами 
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 по отношению к исходной площадке.

Для точки 1 определяем относительные линейные и угловые деформации
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По найденным значениям деформаций в масштабе изображен деформированный параллелепипед:

[image: image600.jpg]



Относительные деформации по главным направлениям для точки 1:
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6 Устойчивость сжатых стержней

Если тело, выведенное из состояния равновесия малыми возмущениями, возвращается в это состояние после прекращения их действия, то такое состояние является устойчивым (рис 1а). Если же состояние [image: image1029.jpg]


равновесия тела не обладает таким свойством и при выведении из него продолжает деформироваться в направлении возмущения, то оно называется неустойчивым (рис 1б). Равновесие является безразличным (рис 1в) если тело может сохранять первоначальную форму но может перейти в смежное положение равновесия при незначительном отклонении

Нагрузка превышение которой соответствует потери устойчивости первоначальной формы тела называется [image: image1030.jpg]R ft
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критической (
[image: image604.wmf]кр
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) Зависимость отклонения любой точки стержня от исходного прямолинейного положения от величины сжимающей силы можно изобразить на диаграмме (рис 2) При значении сжимающей стержень силы меньшем значения критической силы (
[image: image605.wmf]кр
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) стержень имеют прямолинейную форму положения равновесия которая является устойчивой и диаграмма совпадает с осью ординат Если 
[image: image606.wmf]кр
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 то прямолинейное положение стержня становится неустойчивым а устойчивой является отклоненная (изгибная) форма равновесия причем отклонение может произойти в любую сторону в зависимости от направления действия малых возмущений Диаграмма для 
[image: image607.wmf]кр
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 имеет две ветви определяющие нелинейную связь перемещений и силы Такое ветвление диаграммы называется бифуркацией равновесных состояний стержня Продольный изгиб стержня является опасным тем что он может наступать внезапно при несоответствии реальных размеров стержня теоретическим 
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61 Формула Эйлера для критической силы

Пусть сжимающая сила не вызывает в стержне напряжений превышающих предел пропорциональности 
[image: image609.wmf]пц

s

 и имеются только малые отклонения от прямолинейной формы

Тогда прогибы балки подчиняются следующему уравнению
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 - минимальный момент инерции сечения стержня (при потери устойчивости прогиб произойдет перпендикулярно к оси наименьшей жесткости) Изгибающий момент равен 
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Решением данного однородного дифференциального уравнения является
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 и 
[image: image618.wmf]B

 - постоянные интегрирования определяемые из граничных условий

В случае шарнирных опор на обоих концах граничными условиями являются условия отсутствия прогибов 
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 Из первого граничного условия следует что 
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 - произвольное целое число (1,2,3 итд) Подставляя выражение 
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 в уравнение изгиба получим значение критической силы 
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 которая называется формулой Эйлера

Наименьшее значение критической силы 
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Уравнение изогнутой оси принимает вид 
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 называется формой потери устойчивости при этом значение 
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 не может быть определено из линейного уравнения

Число 
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 равно числу полуволн синусоиды умещающихся на длине изогнутого стержня Значение критической силы не зависит от механических свойств материала

Влияние условий закрепления на величину критической силы

Для стержня с произвольными условиями закреплений критическая формула определяется по формуле 
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 называется коэффициентом приведенной длины а 
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Длина 
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 определяет условную длину шарнирно опертого стержня для которого критическая сила равна критической силе для заданного стержня Коэффициент 
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 может быть определен из геометрии формы потери устойчивости

А) Стержень с одним свободным а другим жестко закрепленным концом (рис 4)

При потери устойчивости данный стержень длиной 
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 находится в таком же состоянии как и половина стержня длиной 
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 Первая форма потери устойчивости является половиной полуволны синусоиды

Б) Стержень защемленный по концам

Форма потери устойчивости между точками перегиба составляет половину длины стержня Для такого стержня 
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5

,

0

l

0

=

 и 
[image: image647.wmf]5

,

0

=

m


В) стержень защемленный одним концом и свободно опертый на другом имеет промежуточное значение коэффициента 
[image: image648.wmf]7
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62 Потеря устойчивости при напряжениях больших предела пропорциональности

Формула Эйлера для определения критической силы действительна если напряжения возникающие при потери устойчивости (критические напряжения) не превышают предела пропорциональности 
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 называется гибкостью стержня тогда 
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 Приравняв это значение к пределу пропорциональности 
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 получим выражение для предельного значения гибкости 
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 При реальном значении гибкости большем 
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 можно пользоваться формулой Эйлера Зависимость критического напряжения от величины гибкости определяется гиперболой (рис) Для [image: image1031.jpg]


коротких стержней ( стали 
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) разрушение стержня происходит вследствие разрушения самого материала которое может носить либо хрупкий характер или характер пластического течения Для промежуточных значений гибкости 
[image: image659.wmf]0

1

l

<

l

<

l

 используется эмпирическая формула ФСЯсинского 
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 являются константами материала (для стали 
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) На графике данная зависимость определяется прямой линией

Вкл задачи из контр (составной стержнеь)

7 Ползучесть материалов

в конец

71 Влияние времени на деформацию материалов

Способность материала деформироваться во времени при действии постоянных нагрузок называется ползучестью (вязкоупругостью). Ползучесть свойственна для резина полимеры бетона, древесины, кирпича, а также для металлов, особенно при повышенной температуре. При этом напряжения могут увеличиться в 2…2,5 раза а перемещения в 3…4 раза.

В начальный момент времени деформация имеют значение 
[image: image665.wmf]0

e

, которое равно упругой деформации или сумме упругой и пластической деформаций. При этом считается, что данная деформация появляется мгновенно, т.е. время нагружения или разгрузки пренебрежимо мало по сравнению со временем наблюдений. С увеличением времени 
[image: image666.wmf]t

 деформация также возрастает, что определяется ее скоростью 
[image: image667.wmf].
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. Характерные кривые ползучести приведены на рис  1. На графике 1 процесс деформирования [image: image1032.jpg]


характеризуется асимптотическим стремлением деформации ползучести к постоянному значению. Полная деформация определяется суммой начальной деформации 
[image: image668.wmf]0
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 и деформации ползучести 
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На данном графике можно выделить три участка 
[image: image671.wmf]CD
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 Первый участок 
[image: image672.wmf]AB

 характеризуется уменьшением скорости деформирования и соответствует фазе неустановившейся ползучести. На участке 
[image: image673.wmf]BC

 наступает фаза установившейся ползучести, когда скорость деформации минимальна. Испытание заканчивается либо хрупким разрушением образца в момент времени соответствующей точке 
[image: image674.wmf]C

 либо вязким разрушением с образованием шейки. В таком случае у кривой ползучести появляется участок 
[image: image675.wmf]CD

.

Увеличение действующего напряжения сокращает длительность периода установившейся ползучести и приводит к возрастанию деформаций ползучести. Если увеличение деформаций ползучести пропорционально увеличению напряжений (бетон, пластмассы при малых напряжениях), то ползучесть является линейной, а в противном случае ползучесть является нелинейной (металлы при высоких температурах).

[image: image1033.jpg]Tp

__ 4

) Cuom

Cuom

l.



С увеличением температуры скорость ползучести увеличивается 

Иногда у материала изменяются механические свойства во времени при постоянных внешних условиях и при отсутствии внешних нагрузок. Такое изменение механических свойств называется старением Деформации ползучести при старении зависит не только от продолжительности действия нагрузки, но и от момента ее приложения, т.е. от возраста материала в котором было произведено нагружение.
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Если в некоторый момент времени разгрузить образец, который в течении длительного времени находился под нагрузкой, то накопленная деформация ползучести начнет уменьшаться асимптотически стремясь к некоторому пределу 
[image: image676.wmf]¥

e

. Такое явление называется обратной ползучестью (рис 2) В частном случае линейной ползучести деформация 
[image: image677.wmf]¥

e

 может быть равна нулю, т.е. при неограниченном возрастании времени образец полностью восстанавливает свои первоначальные размеры. Такое свойство материала называется упругим последействием.

Пусть деформация образца постоянна во времени, а напряжения в начальный момент времени равны 
[image: image678.wmf]0

s

. Экспериментально показано, что эти напряжения уменьшаются с течением времени. Явление медленного уменьшения напряжений при постоянной деформации называется релаксацией напряжений.
Результаты испытаний на релаксацию представляются в виде кривых релаксаций, т.е. кривых зависимости напряжений от времени. В металлических образцах при высоких температурах напряжения часто убывают до нуля.

8 Усталость металлов

Усталостью называется процесс постепенного накопления повреждений под действием переменных во времени напряжений Свойство материала сопротивляться усталостному разрушению называется выносливостью Усталостная прочность материалов определяется характером изменения напряжений во времени и видом напряженного состояния Изучение явления усталости необходимо потому что разрушение детали при этом может происходить при напряжениях гораздо меньших чем напряжения вызывающие разрушение при однократном статическом нагружении Циклом напряжений называется их однократная смена по времени соответствующая периоду их изменения В общем случае зависимость напряжений от времени можно выразить в виде 
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 - среднее постоянное напряжение цикла а 
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s

 - амплитудное значение цикла В этом случае экстремальные значения напряжений цикла равны 
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 Если знаки минимального и максимального напряжений совпадают то цикл напряжений называется знакопостоянным а если различны то – знакопеременным Разность 
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 называется размахом напряжений Отношение 
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 называется коэффициентом асимметрии цикла Если минимальное напряжение цикла равно нулю 
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 то 
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 а цикл называется пульсационным Если минимальное и максимальное напряжения цикла совпадают по абсолютному значению и различаются знаками 
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 то 
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 а цикл называется симметричным Циклы для которых коэффициенты асимметрии равны называются подобными При обычных условиях усталостное разрушение определяется только значениями 
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 Характеристики усталости носят экспериментальный характер Выносливость материала характеризует построенная по опытным данным кривая усталости (кривая Велера) Кривая усталости строится в координатах число циклов- напряжение при этом по шкале абсцисс откладывают число циклов 
[image: image690.wmf]N

 которые произошли до разрушения детали а по шкале ординат – максимальное напряжение цикла при котором происходит разрушение Часто используется полулогарифмическая шкала для оси абсцисс

[image: image691.jpg]



Для построения кривой усталости испытываются не менее десяти образцов Первый образец испытывается при амплитуде напряжений составляющей около 70% от предела выносливости испытываемого материала 
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 Дальнейшие испытания проводятся при меньших напряжениях при этом возрастает число циклов испытаний прошедших до разрушения Для некоторых материалов (углеродистые стали) существует предельное значение максимального значения напряжений ниже которого уже не происходит разрушения Такое значение напряжений называется пределом выносливости 
[image: image693.wmf]a

s

 а испытания в таком случае ограничиваются базовым числом циклов испытаний (база испытаний) Кривая усталости в таком случае имеет горизонтальный участок Для симметричного цикла 
[image: image694.wmf]1
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 а предел выносливости обозначается 
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 Образцы имеющие горизонтальный участок на кривых усталости не разрушившиеся при 
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 циклов испытаний не разрушаются и при большем количестве испытаний Поэтому база испытаний принимается равной 
[image: image697.wmf]7
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 а точки соответствующие неразрушившимся образцам откладывают в правой части графика против базового числа циклов и помечают стрелками 

Материалы не имеющие горизонтального участка на кривых усталости (легированные стали и цветные металлы) не обнаруживают значения напряжения ниже которого не происходит разрушения В таком случае база испытаний увеличивается до 
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 а пределом выносливости считается то наименьшее значение максимального напряжения цикла при котором происходит разрушение образца при базовом числе цикла 
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Образов треще !!!

Нестац реж гип лин – пример Сум малоц уст 

Поскольку результаты испытаний на усталость носят случайный разброс то кривая усталости проводится таким образом чтобы экспериментальные точки располагались как можно ближе к проведенной линии Опытные данные показывают что для сталей 
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 а для цветных металлов 
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Предел выносливости не является физической константой материала На его значение оказывают влияние концентрация напряжений масштабный фактор качество обработки поверхности внешняя среда и тд

А) концентрация напряжений

В этом случае определяется эффективный коэффициент 
[image: image702.wmf]s
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 равный отношению предела выносливости ‘гладкого’ образца 
[image: image703.wmf]a
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 и образца с концентратором напряжений 
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Б) масштабный фактор

Экспериментально доказано что предел выносливости образцов снижается с увеличением их площади поперечного сечения

В) качество поверхности

Предел выносливости образцов с полированной поверхностью выше чем для образцов со шлифованной поверхностью а 
[image: image706.wmf]a
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 для них обоих выше чем для образцов обработанных резцом

Г) внешняя среда

Предел выносливости резко снижается при испытаниях в агрессивной среде (морская вода)

?? Хрупкое разрушение при наличии трещин

Пусть полоса растянутая напряжениями 
[image: image707.wmf]s

 имеет на концах фиксированные закрепления Она имеет малую бесконечно тонкую щель (трещину) длиной 
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 Если считать что ширина пластины бесконечна 
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 то для этого случая в теории упругости для идеально-упругого материала полосы выводятся следующие формулы для напряжений 
[image: image710.wmf]y

s

и 
[image: image711.wmf]x

s

 в точках лежащих на продолжении трещины а также для перемещений 
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 берегов трещины:
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 - радиус точки отсчитанной от острия трещины 
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 для случая очень тонкой пластины когда 
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 мало у конца трещины возникает плоское напряженное состояние 
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 Если толщина пластины 
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 велика 
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 то в центральной части фронта трещины (за исключением зон материала у боковых поверхностей) возникает плоское деформированное состояние характерное тем что 
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 и поэтому кроме напряжений 
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 и 
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 появляются напряжения 
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. В случае плоской деформации 
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 Формулы для напряжений 
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 и 
[image: image727.wmf]v

 справедливы только в очень малой окрестности у острия трещины Коэффициент 
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 в данном случае равен 
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 и называется коэффициентом интенсивности напряжений Его размерность 
[image: image730.wmf]2

/

3

м

H

 Индекс 
[image: image731.wmf]I

 связан с тем что все описанное относится к трещине отрыва В других случаях 
[image: image732.wmf]II

 - плоский сдвиг 
[image: image733.wmf]III

 - антиплоский сдвиг будут иметь похожую картину распределения касательных напряжений а соответствующие коэффициенты интенсивности обозначаются 
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 и 
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 Из формулы для 
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 следует что при 
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 следовательно эта формула может дать сколь угодно большие напряжения у острия С точки зрения любой гипотезы прочности это означает опасное состояние трещины В действительности дело обстоит не так

Реальное очертание эпюры напряжений благодаря пластическим свойствам материала будет иным чем показано на рис У острия на линии продолжения трещины возникает зона пластических деформаций на участке 
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 На этом рисунке показана длина зоны пластичности приближенно вычисленная для случаев плоской деформации (толстые пластины) и плоского напряженного состояния (тонкие пластины) по третьей гипотезе пластичности согласно которой условие текучести имеет вид 
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 В первом случае полагаем 
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 Тогда из условия 
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 например для 
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 те при плоской деформации протяженность пластической зоны перед острием трещины значительно меньше чем при плоском напряженном состоянии

Для достаточно толстой пластины вдоль ее толщины 
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 радиус пластичности будет меняться от значения 
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 в центре до значения 
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 в местах выхода трещины на боковую поверхность где 
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 и независимо от толщины существует плоское напряженное состояние Исследованиями установлено что практически по всей длине трещины можно считать деформацию плоской если выполняются следующие условия 
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 Это означает что напряженное состояние в зоне у острия трещины не имеет бесконечных значений напряжений Оно существенно зависит от коэффициента интенсивности напряжений 
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 который зависит от уровня нагруженности элемента 
[image: image751.wmf]s

 и размера трещины 
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 Оказывается что именно этот коэффициент 
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 в определенных случаях определяет устойчивость трещины

Критический коэффициент интенсивности напряжений

Н рис показано острие трещины которая из положения 
[image: image754.wmf]1

 продвинулась в состояние 
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 Для ее продвижения необходимо разрушить внутренние связи изображенный условно в виде стерженьков на что должна быть затрачена работа 
[image: image756.wmf]dA

 В пластине с фиксированными закреплениями эта работа может быть затрачена лишь силами упругости Как следствие потенциальная энергия деформации пластины уменьшится на 
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 и энергетическое условие продвижения трещины по Гриффитсу запишется в виде равенства 
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 Для пластины толщиною 
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 Гриффитс представил работу 
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 в виде 
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 - плотность энергии образования свободной поверхности тела Для идеально хрупкого и линейно упругого материала 
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 - это константа материала характеризующая удельную работу разрушения межатомных связей при отрыве величина 
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 - площадь добавочной свободной поверхности у двух берегов подросшей трещины Снятие напряжений 
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 на участке 
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 переводит трещину из состояния 
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 в состояние 
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 Поэтому выделение энергии деформации 
[image: image769.wmf]dU

 можно подсчитать как работу “упругих” напряжений 
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 на перемещениях 
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 берегов трещины что для плоской деформации дает 
[image: image772.wmf]dl

E

K

)

1

(

dr

v

2

1

2

dU

2

I

2

dl

0

y

m

-

=

s

=

ò

 где вычисление интеграла выполнено с использованием формул для 
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 и 
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 Условие 
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 получает вид 
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 откуда можно найти критическое значение коэффициента интенсивности напряжений 
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 Значение 
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K

 при котором возможно малое продвижение трещины поскольку высвобождаемая энергия деформации у конца трещины равна требуемой работе разрушения называется критическим коэффициентом интенсивности напряжений Коэффициент 
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 выражает способность материала к сопротивлению росту трещин и иногда называется вязкостью разрушения Чем больше 
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 тем выше трещиностойкость материала Величины 
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 определяются экспериментально в соответствии с ГОСТами

Условие устойчивости трещины можно записать в виде неравенства 
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 где 
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 - коэффициент интенсивности напряжений у острия данной трещины в рассматриваемом элементе конструкции Для случая поперечной трещины в бесконечно широкой растянутой полосе 
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 откуда найдем связь между критическим напряжением 
[image: image786.wmf]кр

s

 и критическим размером трещины 
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 Кривая 
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 называется кривой критического разрушения Если при данной длине трещины 
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 соответствующая точка 
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 лежит ниже данной кривой то рост трещины энергетически невозможен Как только трещина подросла до 
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 (например за счет коррозии или за счет циклического во времени нагружения конструкции) а напряжения возросли до 
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 перешла в положение 
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 так трещина становится неустойчивой Малейшее ее продвижение приводит к выделению энергии деформации 
[image: image797.wmf]dU

 большей чем требуется на работу разрушения вследствие чего быстро формируется динамический процесс распространения трещины

Вкл рис

9 Динамическое нагружение конструкций

Отношение динамического значения произвольного фактора (перемещения напряжения или усилия) к соответствующему статическому значению этого фактора называется динамическим коэффициентом 
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Пусть масса 
[image: image799.wmf]M

 падает на конструкцию с высоты 
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 Для упрощения расчетной модели примем что конструкция представляет из себя пружину с присоединенной сосредоточенной массой 
[image: image801.wmf]m

 Начальная сила возникающая в пружине поджатой массой 
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 равна 
[image: image803.wmf]mg
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Допущения

1) Упругая конструкция является безмассовой те после удара в ней не возникают волны упругих деформаций

2) Соударение масс 
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 и 
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 является мгновенным и идеально-неупругим (без отскока) Контактными деформациями пренебрегаем

В таком случае работа сил тяжести при ударе равно приращению кинетической энергии 
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Работа силы тяжести 
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 а работа силы 
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 отрицательна и равна площади трапеции определяющей изменении этой силы при изменении перемещения на величину 
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Если масса 
[image: image815.wmf]M

 падает с высоты 
[image: image816.wmf]h

 то при ударе ее скорость будет равна 
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 После соударения она движется вместе с массой 
[image: image818.wmf]m

 со скоростью 
[image: image819.wmf]v

 которую можно определить из закона сохранения импульса 
[image: image820.wmf]0

0

v

m

M

M

v

v

)

m

M

(

v

M

+

=

Þ

×

+

=

×

 В этом случае кинетическая энергия системы в момент удара равна 
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 Подставляя это значение в выражение для работы получим квадратное уравнение относительно 
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m

M

Mh

2

2

д

ст

2

д

=

+

-

D

D

-

D

 где 
[image: image824.wmf]c

/

Mg

ст

=

D

 Корнями данного уравнения будут 
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 Знаки ‘+’ b ‘-’ соответствуют нижнему и верхнему положению системы в процессе возникающих колебаний соответственно Выбрав знак ‘+’ и разделив на значение статического перемещения 
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 получим окончательное выражение для динамического коэффициента 
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 коэффициент определяющий соотношение ударяемой и ударяющей масс Если ударяемая масса не имеет в месте удара сосредоточенной массы 
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Если 
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Малые скорости и учет и

Задачи + колебания (см мой конспект)

10 Расчет тонкостенных безмоментных оболочек

после НДС

К тонким оболочкам относятся баллоны цистерны купола зданий части корпусов турбин итд В общем случае в сечениях выделенного из деформируемого тела элемента ьудут действовать погонные усилия и моменты нормальные усилия 
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 касательные усилия 
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 поперечные силы 
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 изгибающие моменты 
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 крутящие моменты 
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расчет оболочек приводит к очень сложным дифференциальным уравнениям В частном случае если оболочка представляет из себя тело вращения и нагрузка симметрична относительно оси оболочки то задача является осесимметричной и для всех сечений образованных плоскостями проходящими через ось симметрии и ортогональных им сечениям имеет место равенство 
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Дополнительно к этим условиям если по виду оболочки характеру нагрузки и условиям закрепления можно некоторыми усилиями пренебречь то их принимают равными нулю Часто считается что 
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 Данное допущение соответствует безмоментной теории оболочек Безмоментной тероией оболочек можно пользоваться при определении напряжений в резервуаре который представляет из себя осесимметричную оболочку заполненную газом жидкостью или веществом в котором давление одинаково во всех точках плоскости перпендикулярной к оси резервуаре находящегося не только в безмоментном но и осесимметричном напряженном состоянии 

Выделим из рассматриваемой облочки прямоугольный криволинейный элемент 
[image: image846.wmf]ABCD

 проведя два близких осевых сечения и два ортогональных к ним и к поверхности оболочки сечения Пусть длины граней элемента равны 
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 В гранях элемента соответственно будут действовать растягивающие усилия из-за действия внутреннего давления 
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 - нормальные усилия приходящиеся на единицу длины контура элемента 
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 - окружное нормальное напряжение направленное по касательной к окружности радиуса 
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[image: image857.wmf]m
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 - меридиональное нормальное напряжение направленное по касательной к меридиану с радиусом 
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Рассмотрим уравнение равновесия элемента спроектировав на нормаль 
[image: image859.wmf]1
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 внутренние усилия действующие по контуру сечения элемента а также давление 
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 действующее на выделенный элемент площадью 
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 Учитывая малость углов 
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 и пренебрегая величинами второго порядка малости получим 
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 - уравнение Лапласа где 
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 являются неизвестными Для их определения рассмотрим условие равновесия нижней части оболочки радиуса 
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 отсеченной конической поверхностью 
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[image: image872.wmf]ж
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 - вес вещества находящегося в рассматриваемой части резервуара 
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 - собственный вес рассматриваемой части резервуара

Отсюда погонное усилие в рассматриваемом сечении стенки будет 
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 Тогда меридиональное нормальное напряжение определится из формулы 
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 Задача об определении напряжении решалась в допущении о равномерном распределении по толщине стенок при этом использовались одни только уравнения равновесия Поэтому задача о расчете тонкостенных сосудов оказалась статически-определимой Нормальные напряжения 
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 являются главными поскольку действуют в площадках где касательные напряжения отсутствуют Третье главное напряжение направленное по нормали к поверхности оболочки на внутренней поверхности равно 
[image: image878.wmf]q

 а на наружной равно нулю Поскольку в тонкостенных оболочках 
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 то им пренебрегают те 
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 Материал оболочки находится в плоском нпряженном состоянии и условие прочности по 4-ой теории прочности имеет вид 
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А) Сферический сосуд на который действует внутреннее давление 
[image: image884.wmf]q
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 а условие прочности по I-ой 3-ей и 4-ой теориям прочности имеет вид 
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Б) цилиндрической сосуд на который действует внутреннее давление 
[image: image890.wmf]q
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 Другое напряжение определится при 
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Напряжения в распорных кольцах в оболочках 

Для уменьшения изгиба в сосудах часто устанавливают кольца жесткости (распорные кольца) которые воспринимают на себя радиальные усилия 
[image: image895.wmf]q


Пусть в некотором сечении 
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 оболочки имеется перелом Тогда касательный к меридиональной кривой слева и справа от точки 
[image: image897.wmf]A

 образуют между собой угол 
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  Погонные усилия вызванные меридиональными напряжениями 
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 бесконечно близких к 
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будут равны 
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 - толщина частей оболочки 
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 Из условия равновесия кольца 
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Таким образом проекции этих усилий на ось оболочки взаимно уравновешиваются В то же время сумма проекций указанных усилий на плоскость 
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 дает погонное радиальное усилие 
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 которое можно рассматривать как местную нагрузку сжимающую оболочку и способную вызвать значительный изгиб В кольце возникают только сжимающие напряжения и условие прочности для кольца имеет вид 
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 - радиус срединной поверхности кольца 
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 площадь поперечного сечения кольца 
[image: image917.wmf]q

 - погонная нагрузка действующая на кольцо

Пример №1.

1) Определить минимально-необходимую толщину стенки 
[image: image918.wmf]h

 из критерия пластичности Мизеса и абсолютное увеличение радиуса сечения 
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 газопровода подвергающегося действию равномерного [image: image1035.jpg]


внутреннего давления (рис) при 
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Решение:

Меридиональные и окружные напряжения равны 
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 соответственно. Тогда главные напряжения равны 
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. В соответствии с энергетическим критерием пластичности (критерием Мизеса), эквивалентные напряжения равны 
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Отсюда 
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Относительное линейное удлинение в радиальном направлении равно 
[image: image925.wmf](
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[image: image926.wmf]мм

2

,

1

м

10

2

,

1

2

3

,

0

1

10

6

,

8

10

200

1

10

2400

2

1

Eh

qR

R

R

3

3

9

2

3

2

t

=

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

×

×

×

×

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

m

-

=

e

=

D

-

-

.

Пример №2. Определить минимально-необходимую толщину сечения 
[image: image927.wmf]h

 из энергетического критерия пластичности и абсолютное увеличение радиуса сферического сосуда 
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 подвергающегося действию равномерного [image: image1036.jpg]43
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внутреннего давления (рис) при 
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Решение:

Меридиональные и окружные напряжения равны 
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. В соответствии с энергетическим критерием пластичности (критерием Мизеса), эквивалентные напряжения равны 
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Отсюда 
[image: image933.wmf][
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Относительное линейное удлинение в радиальном направлении равно 
[image: image934.wmf](
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 при этом изменение радиуса равно 
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Пример №3: Два кольца забиваются в натяг. Диаметр внутреннего кольца равен 
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. Относительная разница внешнего и внутреннего диаметров определяется как 
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. Материал колец – сталь (
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), площадь контактирующей поверхности - 
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Определить:

а) абсолютное изменение радиуса кругов;

б) внутреннее давление, возникающее при этом;

в) напряжение, возникающее в кольцах.

а) Изменение радиуса определяется как 
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б) Внутреннее давление определим из закона Гука 
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в) Напряжение, возникающее в кольце, равно 
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, что составляет существенное значение.

В) тонкое круговое кольцо на которое действует внутреннее давление

Рисунки + кольцо

12 Концентрация напряжений

12.1 Понятие о концентрации напряжений

Резкое увеличение напряжений в окрестности выточек отверстий а также в зоне контакта деформируемых тел называется концентрацией напряжений (рис 7 1)

Максимальное напряжение в таком случае вычисляется по формуле

[image: image1037.jpg]
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 где 
[image: image944.wmf]1
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 - теоретический коэффициент концентрации напряжений зависящий от соотношения размеров ослабленного и обыкновенного сечения а также формы выточек (определяется экспериментально или методами теории упругости) 
[image: image945.wmf]ном
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 - номинальное напряжение определяемое без учета явления концентрации (или напряжение в неослабленном сечении)

Пример Напряжения в растянутой пластине с круглым отверстием (рис 7 2)

Если ширина пластины намного больше чем радиус отверстия (
[image: image946.wmf]r
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) то в наиболее ослабленном сечении  напряжение определяется по формуле 
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 где 
[image: image948.wmf]0

s

 - напряжение в сечении достаточно удаленном от места ослабления 
[image: image949.wmf]y

 расстояние до точки где определяется напряжение от центра отверстия
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при 
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 При увеличении координаты 
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 напряжения 
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 асимптотически приближаются к напряжению 
[image: image956.wmf]0
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 В окрестности отверстия имеет место двухосное напряженное состояние На вертикальных площадках в точках лежащих на оси 
[image: image957.wmf]z

 возникают сжимающие напряжения определяемые по формуле 
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Данные напряжения быстро убывают при 
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С уменьшением ширины пластины теоретический коэффициент концентрации напряжений 
[image: image963.wmf]a

 возрастает а напряжения у наружных краев пластины становятся меньше 
[image: image964.wmf]0
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Зависимость коэффициента 
[image: image965.wmf]a

 от отношения диаметра отверстия к ширине пластины
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Концентрация напряжений при любом виде деформаций в значительной степени зависит от формы отверстия

Образов и устойчив трещин по Гриффитсу и коэф трещин

В случае ослабления широкой пластины эллиптическим отверстием  точное решение представляется в виде 
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 где 
[image: image968.wmf]a

 и 
[image: image969.wmf]b

 - полуоси эллипса С увеличением отношения 
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 максимальные напряжения возрастают и при узком отверстии расположенном перпендикулярно направлению растяжения достигают большого значения

При чистом изгибе полосы ослабленной двумя симметричными выточками имеющими  форму гиперболы (рис ) теоретический коэффициент концентрации напряжений  определяется по формуле 
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 где 
[image: image972.wmf]a

 - полуширина полосы в месте ослабления 
[image: image973.wmf]r

 - радиус кривизны выточки 

12.2 Контактные напряжения

Напряжения возникающие при сжатии двух соприкасающихся тел называются контактными а задача по их определению – контактной Данные задачи решаются методами теории упругости

Формулы для контактных напряжений и деформаций получены при следующих предположениях

1) напряжения в зоне контакта не превышают предела упругости

2) площадки контакта малы по сравнению с поверхностями соприкасающихся тел

3) силы давления распределенные по поверхности контакта нормальны к этой поверхности

[image: image1039.jpg]


При сжатии двух тел имеющих гладкую криволинейную поверхность образуется поверхность называемая поверхностью давления а ее контур – контуром давления в общем случае являющийся эллипсом Напряжения в пределах поверхности давления распределены по полуэллипсоиду причем на границе поверхности касания они равны нулю а в центре напряжение принимает наибольшее значение 
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 где 
[image: image975.wmf]P

 - сила с которой тела давят друг на друга 
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 - длины полуосей эллиптического контура давления значения которых зависят от геометрии поверхностей сдавливаемых тел от модулей упругости и коэффициентов Пуассона материала а также от силы 
[image: image977.wmf]P


Например при сжатии двух цилиндров радиусами 
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 и 
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 загруженной нагрузкой равномерно распределенной по длине цилиндров интенсивностью 
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 (рис ) образуется поверхность давления в виде прямоугольника с размерами 
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 Если цилиндры сделаны из одного материала (
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Поскольку наибольшее напряжение 
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 зависит от отношения 
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 то для разных значениях 
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 на одинаковом их соотношении 
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 также одинаково

Темпер при изгибе

В области контакта имеет место трехосное напряженное состояние в котором все три главных напряжения являются сжимающими поэтому допускаемые напряжения при местном сжатии принимаются значительно 

большими чем при одноосном сжатии

Расчет прочности при контактных напряжениях следует производить по третьей или четвертой теории прочности

 при этом соблюдая следующую последовательность

1) определить главные радиусы кривизны контактирующих тел 
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  а также угол 
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 между их главными плоскостями кривизны

2) вычислить размеры полуосей эллиптической площадки контакта по следующим формулам 
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где 
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 - функции зависящие от угла 
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3) определив 
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 расчет на прочность можно производить по формуле 
[image: image1002.wmf]]
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где коэффициент 
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 зависит от соотношения полуосей эллиптической площадки 
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 (приблизительно равен 0,6)
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